3. Ubungsblatt Ferienkurs: Dreidimensionale Probleme,

Losungen

September 6, 2012

1. Aufgabe
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Da nun nur noch radialsymmetrische Terme und Skalare Vorfaktoren iibrig sind, lasst
sich Y}, rauskiirzen. Fiir die Ableitungen erhilt man
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Einsetzen ergibt flir r < R

n? (9% 9, 0., 2 2/0,d & (l+1)® )
—(’" LN +< )—(—;)T—ng):ET (6)

T rs r r2 r

Und durch multiplizieren mit r schlieSSlich
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Es muss gelten ®(0) = 0, da sonst der zweite Term links gegen unendlich geht.
Im Fall r < R

(07 —)®(r) =0 ¢*=K; K’ ®)

Wiéhle ®;(r) = Asin(qr) (Cosinus Term nicht moglich wegen ®(0) = 0). Fir r > R
(Freie Bewegung) withle ®,(r) = Be~*". Die Bedingungen lauten dann

D, (R) = ©,(R) (Stetigkeit) 9)
P’ (R) = @/ (R) (Differenzierbarkeit) (10)
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beziehungsweise

Asin(qR) = Be " (12)
Aqcos(qR) = —kBe (13)

Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite ergibt

Aqcos(qR) = —kAsin(gR) (14)
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Womnit folgt
_k (KoR)?
cot(gR) = 7\ @Rz 1 (16)

Diese transzendente Gleichung kann graphisch geldst werden und liefert die Energien
der gebundenen Zustéande.

(c) Die guten Quantenzahlen sind nun neben ! und m: s =1/2und j =1+1/2 bzw j = 1/2
fiir [ = 0. Fiir den Operator J = L + S gilt

L~S:%(J2—L2—Sz). (17)
Da S, L und J Drehimpuls Operatoren sind, gilt fiir die Eigenwerte
J | jlm) = j(j + DA* |) , etc (18)
Damit folgt
(Vis) = (jlms | Vpg | jims) (19)
= (jims | ag (G +1) =10+ 1) = s(s + 1) | jlm) , 0= g (20)
Mit s=1/2 folgt
AE = (Vis) = {ggla(l v izi j _ i R 1;3 (21)
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H=—-yu-B=—-upo,B (22)
(b) Es gilt
Sou | W) =43 | W) (23)

w0 =75 (1) = 50 +0+1 ) (29
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Nach ¢ = 27 /w befindet sich das System im Ausgangszustand.



(d) Eigenzustand zu —%h/2
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Die Wahrscheinlichkeit ist dann
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=2 | U2 =S (7™ —e7™h)| = |isin(wt)|® = sin®(wt)

3. Aufgabe

Fiir die Vertauschung von zwei Operatoren Aund B gilt allgemein AB = BA + [/L B]
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Zwischenrechnung;:

[pi, 27)f (i) = —ihdyia? f(x;) — f(2:) — ihdyi

also [p;, 2?] = —2ihx;. Damit
[Li, .132] = Z Gikl.’L‘kZiﬁxl
k.l
= —2ih(x x x);
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= 5 Gl A+ U ATy = 3y e, ) = 7, A1)
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[0k, id] = 0 = [0k, 0;04]
= 0;[ok, 05] + (o, 0503

= ’LTL(O’Z'O']' -+ O'jO'Z')

Also {O'i,O'j} =0



4. Aufgabe
(a)
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Mit Orthonormiertheit der Yj,, folgt:
/dQ|Y C )+iY (6 )|271+1 (49)
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Und damit als Normierungsbedingung

/dr r2|R(r)?-2=1 (51)
(b) Die Eigenvektoren zu o, lauten
-2 (L) 10-5() 52)
Damit
b= [l | 0P (53)
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Es folgt p- =1—p, =1/2.

(¢) Die moglichen Messwerte sind 0 und %, da nur Eigenfunktionen mit m = 0,1 vorkom-
men. Fir m = 1,1 = 1 erhélt man

p1L= Z (ims | ©)[? (56)
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= drYy (s | ) i (57)
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