TECHNISCHE UNIVERSITAT MUNCHEN
FAKULTAT FUR PHYSIK m

FERIENKURS THEORETISCHE PHYSIK 1

LOSUNG ZU UBUNGSBLATT 4

Starrer Korper, Hamilton-Formalismus

1. RING MIT KUGEL (*)

Ein Ring, auf dem eine Kugel angebracht ist, rotiert um die Z
z-Achse. Der Ring selbst besteht aus einem Draht mit der Lén- A

gendichte A. Die (homogene) Kugel hat die Masse m.
a) Berechnen Sie das Tragheitsmoment der Kugel.
o .3 1 3 Ry
Hinweis: | sin”x dex = — cos3x — — cosx + C'
12 4 g
b) Berechnen Sie das Tragheitsmoment des Rings mithilfe ei-
nes Linienintegrals.
1 1
Hinweis: /sin2 xdr=—-x—-sin2z+C
24 > X
c) Geben Sie einen Ausdruck fiir das gesamte Trégheitsmo-
ment an.
LOSUNG:

a) Wir bezeichnen den senkrechten Abstand von der Drehachse mit . Da die Kugel
homogen ist, gilt p(7) = p. Fiir das Triagheitsmoment I der Kugel gilt

Ry 27 ™
Ix = /Ti dm:/ P)ri ddr :/ / /sinﬁdﬂprQSiHQﬁ
0

|4 Vv

4 4m 2

1 2
= 2mp [ 1! dr/sin319 dy =27mp-—R5 - = = p—Ry - —R3 my R3 .
0

5K 3 T Py gk T

O\é’d

b) Zunéchst miissen wir den Ring tiber den Polarwinkel § parametrisieren:

sin 0
v:[0,7] = RCR?, 0— v(0) = Rpg 0
1+ cosf
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Der senkrechte Abstand eines Punktes auf dem Ring zur Drehachse ist einfach
durch dessen z-Koordinate gegeben. Das Tragheitsmoment Ii lautet dann

IR:/ar2dm:/)\x2ds
v

~

mit dem Wegelement ds = Hg—g“ df = Rrdf. Aus 2% = R%sin” I folgt dann
3 2 1 g 1 2
Ir = | ARpsin“0 df = 5/\7‘(’R = émRRR.
0

c) Aus dem Satz von Steiner und der Summe der eben berechneten Tragheitsmomente
erhélt man schlieflich das gesamte Tragheitsmoment

I=1Ir+Ix+mgR%.

2. ZWEI INHOMGENE KUGELN (*)

Berechnen Sie den Tragheitstensor von zwei identischen inhomogenen Kugeln, die am
Ursprung zusammengeklebt sind und jeweils den Radius R sowie die Masse M haben.
Die Dichteverteilung der Kugeln ist dabei gegeben durch:

. 5> M
p(r) = p(r) = Eﬁr

LOSUNG:

Der aus den beiden Kugeln zusammengesetzte Korper ist rotationssymmetrisch bzgl. der
y-Achse. Somit ist der Tragheitstensor diagonal und es muss [;; = I33 gelten. Da die
Massenverteilung einer Kugel radialsymmetrisch ist, fallt der Schwerpunkt der Kugel mit

2 /20



FERIENKURS THEORETISCHE PHYSIK 1

30.08.2012

ihrem Mittelpunkt zusammen. Fiir das Tragheitsmoment einer Kugel bzgl. einer belie-
bigen durch den Schwerpunkt gehenden Achse (z.B. der z-Achse) gilt unter Verwendung

von Kugelkoordinaten

Ix = /p(F)(x“ryz) &’r =

K
R 2 g
5 M ,
= —— [ dr [ de [ d9r* r*(cos® psin®9 + sin? psin?9) - r? sin
4t RS
0 0 0

M M R 4
= i—/7“6d7"/ dgp/sin319d19:i—-£-27r-—:—MR2

Adr RS T 3

Das Tragheitsmoment des Gesamtkorpers bzgl. der y-Achse lautet nun Iy, = 21k. Fiir
die anderen beiden Tragheitsmomente muss man den Satz von Steiner anwenden. Da

die Schwerpunkte der Kugeln bei y = +R liegen ergibt sich

Damit lautet der Trégheitstensor

31 0 0
. 10
I=2I| 0 1 0| =2Ikdiag(35,1,5).
0 0o 3
10
3. PUNKTMASSEN IM QUADRAT (*%*)
An den Ecken eines Quadrates der Kantenlange 2a Y

befinden sich punktférmige Korper der Massen M
und m wie aus nebenstehender Abbildung ersicht-

lich ist. Die z- und z’-Achsen sind identisch und
zeigen auf den Betrachter.

a) Berechnen Sie den Trigheitstensor I beziig-
lich der ungestrichenen Achsen.

b) Berechnen Sie den Trigheitstensor I’ beziig-
lich der gestrichenen Achsen.

¢) Finden Sie durch Diagonalisieren von I die

M

Haupttragheitsmomente. Welche Bedeutung
haben die Eigenwerte und wie lasst sich die
zugehorige Transformationsmatrix R:1I—
I’ interpretieren?
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Wie viele Rotations-Freiheitsgrade besitzt das System im Fall M # 0, m # 0 und
im Fall M # 0, m =07

d) Ist eine Diagonalisierung fiir beliebige Massenanordnungen immer moglich?

LOSUNG:

a) Die Massendichte lautet

p(F) = [M(§(x—a)dly—a)+d(x+a)d(ly+a)) +
+m (6(z —a)é(y +a) +6(x +a)d(y —a))] 0(2) -

Der Tragheitstensor kann dann berechnet werden gemaéfs
Iz’j = /p(F) (T25ij — IZ’ZL’j) d37“ .
Man erhalt dann

fu= [ )5 + ) dr =201 4+ m)a
Iy = / p(F) (@2 + 22) dPr = 2(M + m)a®
I — / () (@2 + 12) dPr = A(M + m)a

Ly =1y = —/p(f')xy d®r = —2(M — m)a?
Lz =133 = I3 =1I35=0

Damit lautet der Trégheitstensor

A 2(M +m)a®>  —2(M —m)a? 0 I, I 0
I=|-2(M—-m)a*> 2(M+m)a? 0 =\|I- I, O
0 0 4(M + m)a® 0 0 2I,

mit Iy = 2a*(m + M).
b) Die Massendichte lautet

p(') = [M((y — V2a) +6(y + v2a))d() +
= +m(5(z' = V2a) + 6(a' + v24))5(y)]6(2)
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Da die Massen nun genau auf den Achsen liegen ist der Triagheitstensor diagonal.
Fiir diese Diagonalelemente gilt

I, = /p(F')(y'2 +2?) &' = 4Ma?
Iéz _ /p(,,;»/>($12 —I—z’2) d37“/ — 4ma2
By = [ o) + ) & = 4 + )

Damit lautet der Tragheitstensor

AMa2 0 0 -1 0 0
I' = 0  4ma? 0 = 0 I,+1. 0
0 0 4(M +m)a? 0 0 21,

mit Iy = 2a*(m + M).

c) Der Tragheitstensor léasst sich diagonalisieren geméfs
I' = TIT™' = diag(A1, A2, A3)

mit der Transformationsmatrix T deren Spalten aus den normierten Eigenvektoren
von I bestehen. Die Diagonaleintrage von I’ sind genau die Eigenwerte von I. Die
Eigenwerte sind gegeben durch die charakteristische Gleichung

|- L 0
0 = det(I—AE)=| I I,—Xx 0
0 0 2, — A\
= (I = N?*Q2L =N = 2L, = NI =2, = N[+ 1 =N (I, — - —)\).

Die Eigenwerte lauten somit Ay = I, £ I und A3 = 2/,. Fiir die (normierten)
Eigenvektoren gilt

R R FI_. I 0 1 1
(] — )\172E)17172 = I_ :FI_ 0 17172 =0 = ’17172 =— | +£1
0 0 I.FI V2 \

T ) 0

(f — )\3EA)173 = I_ _IJr 0 273 =0 = 173 =10

0 0 0 1

Somit lautet die Transformationsmatrix (an dieser Stelle haben wir die Reihenfolge
der Eigenvektoren in der Transformationsmatrix, und die Position der Vorzeichen
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in 7 9, geschickt gewdhlt, da wir das Ergebnis schon erahnen konnten. Generell
spielt das aber keine Rolle. Bei anderer Anordnung werden nur die Achsen umbe-
nannt)

A A R
T = (171, 172, ?73) = _\/Li % 0 = RZ(—ﬂ'/4)
0 0 1
wobei
cosae —sina 0
R.(a)= | sina cosa 0
0 0 1

die Drehmatrix um die z-Achse im R3 ist. Dabei ist R, € SO(3), also R;* = R
und det(Rz) = 1. D.h. also das R das urspriingliche Koordinatensystem K auf das
Hauptachsensystem K’ dreht. Die Eigenwerte entsprechen gerade den Haupttrag-
heitsmomenten.

Im Falle M # 0, m # 0 sind alle Haupttragheitsmomente von Null verschieden.
Also besitzt das System drei Rotationsfreiheitsgrade.

Im Falle M # 0, m =0 ist I = 0 und I; 3 # 0. Also besitzt das System nur noch
zwei Rotationsfreiheitsgrade.

Da der Tragheitstensor nach Konstruktion immer symmetrisch ist, also I=17 ist
eine Diagonalisierung immer moglich. Weiterhin ist der Trégheitstensor reell, d.h.
es ist sogar immer mdglich eine orthogonale Matrix R € S O(3) zu finden, so dass
D =RI ]%T, wobei D eine Diagonalmatrix ist.

4. ZYLINDER IN ZYLINDER (*%*)

Ein homogener Zylinder mit der Masse M, Hohe

H und dem Radius a rollt, ohne zu gleiten und un-
ter dem Einfluss der Erdanziehungskraft, auf einer
festen Zylinderoberfliche mit dem Radius R.

a)

b)

)

Berechnen Sie das Trégheitsmoment des Zy-
linders.

Geben Sie die Lagrange-Funktion in Abhén-
gigkeit von ¢ und ¢ an und berechnen Sie
daraus die Bewegungsgleichung.

Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir kleine Auslenkungen um die Gleichgewichts-
lage und zeigen Sie, dass man eine Schwingung mit der Frequenz

g
R—a

2
w=4/%
3

erhalt.
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LOSUNG:

a)

Wir wihlen die Zylinderachse als Symmetrie- und z-Achse und verwenden natiirlich
Zylinderkoordinaten. Fiir das Tragheitsmoment des Zylinders gilt dann

a

a 27 H
1 1
I:/,OT2 d3T:p/Td7“/ dgp/ dZT2:27THP/7“3d7"=27THP'Za4=§Ma2.
0 0 0

\% 0

Das problematische an dieser Aufgabe ist das Aufstellen der korrekten Beziehung
zwischen ¢ und der Rotationsgeschwindigkeit des Zylinders w. Aus der Rollbedin-
gung v = rw folgt mit r = a:

v R-—a.
w = - = 90
a a
Fiir die kinetische Energie gilt dann
Loy 1o o 1. 545 1 2.2
T = Tr0t+ﬂranS:§Iw —|—§MU :ZMaw +§M(R—a) O
1 ,(R-a)? , 1 2.9 3 2.2
= ZMQ ¥ +§M(R—a) % :ZM(R_G) o

Bei der potentiellen Energie muss man nun vorsichtig sein, denn setzt man den
Nullpunkt in den Boden, also U(p = 0) = 0, so nimmt die Energie sowohl fiir
0 < ¢ < /2 (Bewegung nach links oben) als auch fiir —7/2 < ¢ < 0 (Bewegung
nach rechts oben) zu. Daher lautet das Potential

U=Mgh=Mg(R—a)(1l—cosp)=—Mg(R — a)cos g + const. .

Die Lagrange-Funktion lautet somit

. 3 .
L(p, o) = ZM(R —a)*¢* + Mg(R — a)cosp.

Die Euler-Lagrange-Gleichung liefert die Bewegungsgleichung

3
§M(R—a)2¢+Mg(R—a)sing0:0
bzw.
"—i—g sinp =0
PT3R—TNY T

Unter Verwendung der Kleinwinkelndherung (sin ¢ ~ ¢) lautet die Bewegungsglei-
chung

L2
p+3

—0.
3SR—a”
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Dies ist offensichtlich die Bewegungsgleichung einer harmonischen Schwingung mit

g
R—a’

w—g
V3

Als Losung erhélt man
©(t) = g cos(wt + 1) ,

wobei sich ¢y und 1y aus den Anfangsbedingungen bestimmen lassen.

5. ZYLINDER MIT UNWUCHT (**)

Die Masse M eines nicht homogenen zylindrischen Rads 2
mit Radius R ist so verteilt, dass eine der Haupttrag- A
heitsachsen im Abstand a parallel zur Zylinderachse
verlauft. Das Tragheitsmoment beziiglich dieser Achse
ist Is. Der Zylinder rollt unter dem Einfluss der Schwer-
kraft auf einer horizontalen Ebene.

a) Stellen Sie die Lagrange-Funktion in der Koor-
dinate ¢ auf. Wie lautet die dazugehorige Bewe-
gungsgleichung? Geben Sie die Losung ¢,—o(t) im
Spezialfall a = 0 an.

b) Setzen Sie nun ¢(t) = @a—o(t) + a&(t) und entwi-
ckeln Sie die Bewegungsgleichung fiir eine kleine
Unwucht a < R bis zur ersten Ordnung.

c) Geben Sie die Winkelgeschwindigkeit w(t) = ¢(t) als Funktion der Zeit an, wobei
w(0) = wy gelten soll. Skizzieren Sie w(t) und interpretieren Sie Ihr Ergebnis.
2z 1

= 5(1 —cosx)

Hinweis: sin 5 =5

LOSUNG:

a) Die Haupttrigheitsachse im Abstand a parallel zur Zylinderachse geht durch den
Schwerpunkt S. Wir berechnen zunéchst die Koordinaten des Schwerpunkts in der
x-z-Ebene (ys = 0):

rs = Rp —asingp, ts = (R —acosp)p

2¢ =R —acosy, Zg = apsinp

Die Translationsenergie

Tonan = 5M (i 4+ ) = 2M (R* — 2aRcos +a%) ¢,
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die Rotationsenergie

1.
Trot - EISQOQ

und die potentielle Energie
U= Mgzs = Mg(R — acosp)

fithren auf die Lagrange-Funktion

1 1
L(o, ) = Tirans+ ot —U = §M (R2 — 2aR cos ¢ + az) ¢2+§[5¢2—M9(R—a Cos ) .

Die Euler-Lagrange-Gleichung liefert die Bewegungsgleichung
[M (R2 — 2aRcosp + a2) + IS] o+ Ma (g + RgbZ) sinp =0.
Im Spezialfall a = 0 vereinfacht sich dies zu
(]\4R2 + Is) Pa=0 =0 = @a=o(t) = wot.

Diese Losung beschreibt eine gleichférmige Rotationsbewegung (ohne Unwucht).

b) Fiir kleine Unwuchten a gilt

(1) = wol + a€ () ~ wyt
O(t) = wo + a&(t) ~ wy
p(t) = ag(t)

Wir erhalten damit in erster Ordnung die Bewegungsgleichung

(MR® + Is) aé + Ma(g + Rw?) sin(wgt) = 0

bzw.
M(g + Rwj) .

£t) = TTMEE s sin(wot) .

c) Die Winkelgeschwindigkeit ist nun gegeben durch
w(t) = @(t) = wo + a&(t) .

Da w(0) = wy sein soll, folgt £(0) = 0. Wir erhalten £(¢) durch Integration und
beriicksichtigen die Anfangsbedingung in den Integralgrenzen:

M(g + Rw?) M(g + Rw?)

t) = ————=——— [ sin(wet’) dt' =
() MR2+ Ig / sin(wot’) wo(MR2 + Ig)
0

(cos(wot) — 1) .
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Fiir die Winkelgeschwindigkeit erhalten wir somit unter Verwendung des Hinweises

W(t) = wo (1 -

QMG(R + g/wg) Sin2 (A)_Ot
MR? + I 2 )

+ + + + > A

T 2r 3 4r

Die Winkelfrequenz schwankt periodisch um einen Mittelwert (s. Skizze). Fiir grofse
w2 > g/R, also z.B. fiir typische Reisegeschwindigkeiten eines Autorads, ist die
relative Amplitude der Storung unabhéngig von der Schwerkraft und nur durch die

Geometrie der Massenverteilung festgelegt. Bei kleinen Winkelgeschwindigkeiten
w3 < g/R wird die Amplitude der Stérung durch die Schwerkraft verstérkt.

6. GEFEDERTES JOJO (**)

Ein homogener Korper, der aus zwei Kegel und ei-
nem Zylinder zusammengesetzt ist, hangt in einem
Seil, das an der Decke befestigt und zusétzlich mit
einer Feder versehen ist. Unter dem Einfluss der
Gravitation kann dieser Korper auf und ab hiipfen
wobei er sich gleichzeitig dreht, da wir annehmen,
dass das Seil nicht gleitet. Die Masse der Kegel be-
tragt jeweils M, die des Zylinders %M . Die Feder
hat die Federkonstante k.

a) Berechnen Sie das Trigheitsmoment eines
Kegels und geben Sie damit einen Ausdruck
fiir das Trégheitsmoment des zusammenge-
setzten Korpers an. z

b) Geben Sie die Lagrange-Funktion in Abhéngigkeit von z und Z an und bestimmen
Sie daraus die Bewegungsgleichung.
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c)

Um was fiir eine Bewegung handelt es sich? Losen Sie die homogene Bewegungs-
gleichung. Verwenden Sie dann als Losungsansatz fiir die inhomogene Bewegungs-
gleichung eine konstante Funktion und geben Sie die allgemeine Losung als Summe
von homogener und inhomogener Losung an.

LOSUNG:

a)

Man betrachte einen Kegel mit der Héhe H und
dem Radius R. Integriert wird im Folgenden von
der Grundfliche z = 0 zur Spitze z = H in Zylin-
derkoordinaten. Aus dem Strahlensatz (oder dem
Tangens des halben Offnungswinkels des Kegels) er-
gibt sich (s. Skizze)

H—-—z H

— =% — z(r)zH(l—L).

2 R H(1-r/R) R
Ik = /p($2+y2)d3'r:p/ dgo/rdr/ dzr2:27er/r3(1—}%>dr
1% 0 0 0 0
Rt R 1 3 1 3
— 9nHol — — ) —=97HRYy - — = — . Z1R?Hp-R2 = = MR2.
7T”(4 5) THIEp o5 = 15 g e =g ME

Das Tragheitsmoment eines Zylinders haben wir in der vorherigen Aufgabe zu
Iy = %M R? berechnet. Damit ergibt sich als gesamtes Trigheitsmoment mit den
angegebenen Radien und Massen

3 1/2 13
I=2-—MQ2R?+=-(=M)|R>= —=-MR?.
10 ( )+2(5 ) 5

Unter Verwendung der Rollbedingung z = wR ergibt sich fiir die kinetische Energie

1 1 2 13 6 5
T=-Iw+-(M+M+M)*="MP*+ -M3*=_-M:*.
2w+2(+—|—5 )z 1OZ+5Z 22
Bei der potentiellen Energie ist zu beachten, dass sich die Feder doppelt so schnell
dehnt wie der Korper sich bewegt und dass die Gewichtskraft in positiver z-
Richtung angreift. Dann ergibt sich letztendlich

12 1 12
U= _EMQZ + 5]{:(22’)2 = —gMgz + 2kz%.
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Die Lagrange-Funktion lautet damit

5 12
L(z,2) = §Mz"2 + EMgz —2kz2.

Aus der Euler-Lagrange-Gleichung folgt dann die Bewegungsgleichung
.12
oMz — EMg—I—Zlk:z =0

bzw.
.4k 12
s T 957

c) Die Bewegungsgleichung stellt offensichtlich eine harmonische Schwingung mit

4k
5M

W =

dar. Die Losung der homogenen Bewegungsgleichung lautet daher
Zhom (t) = 20 cos(wt + 1hg) .

Der Ansatz zignom(t) = C' =const. liefert eingesetzt in die inhomogene Bewegungs-

gleichung

4k 12 3 Mg
sl T = YT

Die allgemeine Losung ist damit gegeben durch

3IM
2(t) = Zhom(t) + Zinhom (t) = 20 cos(wt + 1bg) + ng ,

wobei zg und vy aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden koénnen.

7. SENKRECHTER WURF (*)

Betrachten Sie den senkrechten Wurf nach oben im homogenen Schwerefeld der Erde.
Das Problem soll als eindimensional betrachtet werden.

a) Stellen Sie die Hamilton-Funktion des Systems auf.

b) Stellen Sie die kanonischen Gleichungen auf und leiten Sie daraus die Bewegungs-
gleichung her.

c¢) Zeichnen Sie das Phasenraumportrait und interpretieren Sie die Schnittpunkte mit
den Achsen.
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LOSUNG:

a) Die Hamilton-Funktion lautet

v
2m

H(z,p.)=T+U = +mgz =FE.

Da die Hamilton-Funktion nicht explizit von der Zeit abhéngt ist diese erhalten.

b) Die kanonischen Gleichungen lauten

s _OH _p: __H_
Wir erhalten damit die Bewegungsgleichung
. pz . —mg
Z2=—=———=—g.
m m

c) Lost man die Hamilton-Funktion nach p, auf ergibt sich

p. = £2m(E —mgz) .

Diese Kurve entspricht also einer Wurzelfunktion, bzw. einer gedrehten Parabel.
Der Schnittpunkt mit der z-Achse liegt bei z = mig und stellt den Umkehrpunkt
der Bewegung dar, bei dem der Impuls p, gerade verschwindet. Die Schnittpunkte
mit der p.-Achse liegen bei p, = +v2mFE und sind der Abwurfpunkt bei dem
der Impuls maximal ist. Beim Abwurf ist der Impuls nach oben gerichtet (positi-
ver Schnittpunkt), beim Auftreffen ist der Impuls nach unten gerichtet (negativer
Schnittpunkt).

P:
A

2mE -

E/mg

=\2mE
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8. PERLE AUF DRAHT (*%*)

Ein Teilchen sei auf einem halbkreisférmigem rotierendem
Draht angebracht und auf diesem frei beweglich. Der Draht
rotiere mit konstantem w um die fest vorgegebene Achse im
kraftefreien Raum.

a) Gehen Sie zunéchst von der Lagrange-Funktion eines
freien Teilchens in Kugelkoordinaten aus und bestim-
men Sie die kanonischen Impulse:

1 .
L=3m <¢2 4 r20% 4 r2? sin® 19> .

b) Setzen Sie nun die Zwangsbedingungen in die
Lagrange-Funktion ein und berechnen die Hamilton-
Funktion.

c) Stellen Sie die kanonischen Gleichungen fiir das System auf und leiten Sie daraus
die Bewegungsgleichung ab. Wie lautet die Losung fiir kleine Schwingungen um
V=m/24?

d) Bestimmen Sie die Gesamtenergie £ und berechnen daraus d£/ dt. Interpretieren
Sie Thr Ergebnis.

e) Berechnen Sie dH/ dt und vergleichen Sie H mit der Gesamtenergie des Systems.

LOSUNG:

a) Die kanonischen Impulse lauten

= %—mf
b= 9 =
aﬁ 2‘
= — =mr<
by Py
Dy = g—gzmTQ sin? ¥¢

b) Die Zwangsbedingungen lauten r = R (skleronom)und ¢ = wt (rheonom). Damit
wird die Lagrange-Funktion zu

. 1 .
L0, 1) = SmE* (02 + w?sin? ﬁ) .

Es bleibt nur noch ein kanonischer Impuls iibrig:

Dy

= mR*) 9 =
Py =m - R?
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Fiir die Hamilton-Funktion gilt dann
H(D,p9) = pod) — L(V,py)

2 1 2
= —ﬂf}’i}? — QmR2 {(—nf];) + w? sin? 19}
2
1
= 2;2%2 — émR%}? sin? 9.

c¢) Die kanonischen Gleichungen lauten

g = P _
 Opy  mR?
Dy = _30_’7;[ = mR%w?sin ¥ cos ¥

Daraus folgt die Bewegungsgleichung

. ) mR%w? sin v cos
1927522 = s = w?sind cos .

Fiir kleine Schwingungen um 9 = 7/2 + 1 gilt
Oz&—wQSin (g+¢) coS (g —i—¢> zﬁ—l—w%oswsinw :&—Hu?w.
Eine Losung ist also
P(t) = o cos(wt + &)
d) Wegen U =0 folgt £L =T = E. Somit gilt

dE B dﬁ_l o (o 9 . :
i E_EmR (21919+2w smﬁcom%‘)

= mR%) (19 + w?sin 1 cos 19) = 2mR*0 # 0.

Dieser Ausdruck ist i.A. ungleich Null. Die physikalische Begriindung dafiir ist, dass
dem System sténdig Energie zu- und abgefiihrt wird, da sich der Draht konstant

dreht.
e) Die totale Zeitableitung der Hamilton-Funktion ist gleich ihrer partiellen. Somit
gilt
dH OH 0
at ot

Die Hamilton-Funktion ist also erhalten, die Gesamtenergie jedoch nicht. Somit
folgt daraus sofort

H4E.
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9. ELEKTRON IM PLATTENKONDENSATOR. (**)

Ein Elektron bewege sich im kréftefreien Raum

entlang der x-Achse senkrecht zu den Platten ei-

nes Plattenkondensators, dessen Spannung linear _ — °o— +
in der Zeit anwéchst.

a) Zeigen Sie, dass das Potential die Form

U(x,t) = —Axt, A = const. ; > X

annimmt.

b) Stellen Sie mit diesem Potential die Lagrange-Funktion auf.

c) Stellen Sie die Hamilton-Funktion und die kanonischen Gleichungen auf. Wie lautet
die Bahnkurve x(t) fiir z(0) = #(0) = 07

d) Berechnen Sie dH/dt explizit mithilfe der berechneten Bahnkurve z(t). Verglei-
chen Sie H mit der Energie. War es notig die Lagrange-Funktion zu bestimmen?

LOSUNG:

a) Da die Spannung linear mit der Zeit zunehmen soll folgt:
Ut) = Ut = E(t) = —Eyté, .
Fiir die Kraft auf das Elektron gilt mit ¢ = —e

- - L 1 dU |
F(t) = qE(t) = eEyte, = e

Daraus ergibt sich fiir das Potential U
U(x;t) = —Axt
mit einer Konstanten A.
b) Die Lagrange-Funktion lautet somit

1
L(x,@;t) =T —-U = §m:fc2+Axt.

c¢) Fiir den kanonischen Impuls gilt

oL .
R N S .

Pe =95 ~ m
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Die Hamilton-Funktion lautet dann

21 2\ 2 2
’H(a:,px;t):pm:'c—,qx,pm;t):&_gm(%) 4 t—QP—;—A .
Die kanonischen Gleichungen lauten
o= O _p
OH
)y = — = At
P Oz

Daraus folgt die Bewegungsgleichung

. ps At
r=—=—.
m m

Zweimalige Integration liefert unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen

1A

d) Fiir die totale Zeitableitung der Hamilton-Funktion gilt

dH OH 1 A2

== Ar =,

at ot T T 6m
Alternativ kann man die Koordinate und den Impuls durch die Zeit ausdriicken und
in dieHamilton-Funktion einsetzen und zuletzt nach der Zeit ableiten. Es (muss)
kommt dasselbe heraus, da hier das Potential geschwindigkeitsunabhéngig ist und
die Zwangsbedingungen skleronom (nédmlich gar keine) sind:

Die Hamilton-Funktion entspricht hier also der Energie und der Umweg iiber die
Lagrange-Funktion ist nicht notig gewesen.

10. PO1SSON-KLAMMERN (*%*)

Zeigen Sie, mit den in der Vorlesung fiir Poisson-Klammern genannten Rechenregeln,
folgende Identitaten:

a) {lxapz} = —Py,

b) {l,l,} =1,
¢) {z, f(pz)} = f'(pz), wobei f eine analytische Funktion der p, ist.
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Hinweis: Zeigen Sie zuniichst dass {z, p"} = np?~! gilt.
d) Bestétigen Sie ¢) durch explizite Anwendung der Definition der Poisson-Klammer.

Eine Koordinatentransformation (¢,p) — (Q, P) im Phasenraum, welche die kanoni-
schen Gleichungen invariant lasst, wird kanonische Transformation genannt. Ein not-
wendiges Kriterium fiir eine kanonische Transformation ist, dass die neuen Koordinaten
die fundamentalen Poisson-Klammern erfiillen:

{Qi, @} ={F;, P} =0 und {Q;, Pj} = dy.

e) Zeigen Sie, durch explizite Anwendung der Definition der Poisson-Klammer, dass
1
Q= arctan 2 . P=_(*+pH
P 2

eine kanonische Transformation ist.

Hi ) d t
mweis: — arctanx = .
dz 1+ 22

f) Zusatzaufgabe: Wir kénnen die Relation aus Teilaufgabe b) noch verallgemeinern.
Zeigen Sie dass {l;,1;} = €;ily fir 4, j, k = 1,2, 3 gilt.
Hinweis: Ein Blick auf das Zusatzblatt zum Levi-Civita-Symbol ist von Nutzen.

LOSUNG:

a) Unter Verwendung der Rechenregeln fiir Poisson-Klammern findet man

{lz’pz} = {(FX ma:;pz} = {ypz - Zpyapz} = {yPZapz} _{Zpyupz}
=0
= —Z {pyypz} —DPy {Zapz} = —DPy-
=0 =1

Dabei haben wir insbesondere ausgenutzt, dass falls auf einer Seite der Klammer
eine Koordinate ¢; auftaucht und auf der anderen Seite der Klammer der dazu-
gehorige Impuls p; nicht auftaucht, diese Klammer verschwindet, vollig egal was
noch in den Klammern steht.

18 / 20



FERIENKURS THEORETISCHE PHYSIK 1 30.08.2012

b) Die eben erwihnte Tatsache wird uns die Berechnung ebenfalls drastisch erleichtern

{ll“? ly} = {(FX ﬁ)ﬂm (FX ﬁ)y} = {ypz - Zpya ZPx — Ssz}
= A{yp:, 202} — {yps, wp} — {zpy, 202} H{zpy, 2p:}

=0 =0
= y{pz 202} + 0:{Y, 20} +2{py, 0.} +py{z, zp.}
=0 =0

= y(pm {pz7 Z} +z {pzvpx}) + Dy (33' {Zapz} P2 {27 .CC})
=1 =0 =1 =0
= TPy —Ypa = Lz

¢) Geméf dem Hinweis berechnen wir zuerst {z, p”}

{00} = po{a,pl Y+ 00 Yo po} =00 + pufapl '}
= p '+ pe e pe{a P e A pa = 200 + i, pl )

= (n—Dpr ™t +pr o, p} = npt

Die Giiltigkeit dieser Aussage ldasst sich sehr leicht mit vollstdndiger Induktion
zeigen, wir verzichten an dieser Stelle aber darauf.
Da f eine analytische Funktion ist, konnen wir sie als Potenzreihe darstellen:

f(pa:) = Z anpg :
n=0

Fiir die Poisson-Klammer gilt dann

{z. f(pa)} = {I,Zanpﬁ}zzan{w,pﬁ}

= D amp =0+ nap = f'(ps).
n=0 n=1

d) Es gilt

_ Oz Of 0x3_f_3f_f,<p)

o)) = 5B, ™ apaow ~ op
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e) {Q,Q} = {P, P} = 0 ist offensichtlich. Fiir die verbleibende Poisson-Klammer gilt

{Q P}

Q0P  9Q P

ro, ¢ rre
p2+q2 p2+q2 p2+q2

Es handelt sich also tatsachlich um eine kanonische Transformation.

f) Mit dem Levi-Civita-Symbol gilt unter Verwendung der Einstein’schen Summen-

konvention

{livlj}

{(7Fx )i, (F x p);}
{Gabﬂapm €cdj$cpd}
Eabiecdj{xapba xcpd}
€abi€edj | Ta Db, Te} Pd + Lo {Pb, Pa} Te + Do {Tas T} Pa+ Py {Ta, Pa} :Bc:|
—— ——— —— ——
:7517@' =0 =0 6ad
€abi€edj (5adl’cpb - 5bcIapd)
€abi€cajlcPb — €abi€bdj LaPd
€abi€ajcTePb T €bai€bdiTaPd
(0bj0ic — Obc0ij)TeP + (0adbij — Oajdid)TaPd
TiPj — ToPb + TaPa —T;jP;
~— =~
=rp =P
TiPj — TjiPi
(F X ﬁ)k

Gijklk
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