TECHNISCHE UNIVERSITAT MUNCHEN
FAKULTAT FUR PHYSIK

FERIENKURS THEORETISCHE PHYSIK 1

[

LOSUNG zU UBUNGSBLATT 3

Lagrange-Formalismus, Systeme von Schwingungen

1. EBENES PENDEL (*)

Man betrachte ein ebenes Doppelpendel im dreidimensionalen Raum (siehe Abb.).

a)

Zeigen Sie, dass es fiir dieses System vier holo-
nome Zwangsbedingungen gibt. Formulieren Sie
diese Zwangsbedingungen. Wie viele unabhéngige
Freiheitsgrade bleiben dem System folglich? Wel-
ches sind die geeigneten generalisierten Koordina-
ten ¢;?

Driicken Sie die kinetische Energie

1 . 1 .
—2 —2
T = —miry + ~MaTy

2 2

durch die generalisierte Koordinaten aus. Zeigen
Sie: .
T'=3 > ai(a)dids
]

und bestimmen sie die Matrix a;;(q).

Hinweis: sin asin § 4 cos acos B = cos(a — [3)

\

z

Geben Sie nun auch die potentielle Energie, ausgedriickt in generalisierten Koor-

dinaten ¢; an.

LOSUNG:

a) Das System hat a priori 3+ 3 = 6 Freiheitsgrade. Die Zwangsbedingungen ergeben
sich zu einem aus der Forderung, dass sich das Pendel in der z-y-Ebene bewegt und
aus der festen Pendelldnge. Sei (zg, yo) der Authdngepunkt des Pendels mit Masse
my und (x1, ;) der Aufthdngepunkt des Pendels mit Masse my, dann ergeben sich

die vier holonomen Zwangsbedingungen:

21:0
2’2:0

(1 —20)* + (1 —w)* =15 =0
(9 — 351)2 + (y2 — 3/1)2 - l; =0
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Somit bleiben 6 —4 = 2 unabhéngige Freiheitsgrade iibrig. Die geeignete generali-
sierte Koordinaten sind (wie fast immer beim Pendel) die Winkel 6, und 6,:

ry = Xo— ll COS 91
Y1 = Yo+ lisind,
Tog = x1—lpcosly = x5 —1ycosb; — lycosby

Y = Y +lgSin92 = Yo +ll sin@l +lzsin92

b) Die kinetische Energie ist gegeben durch

1 . 1 . 1 ) i ) 1 . . .
T = §m17"12 + §m27”22 = §ml($% + 97+ ) + §m2($§ + U5+ 4).

Die Ableitungen sind gegeben durch

T1 = lysin 6, -91

h =1l 00801-91

Z21=0

To =1 sin@l-él +lgsin92-92

yl = l100891-91 +l200802'92

2:'2 - 0
Somit ergibt sich
1 1 : 1 .
T, = §m1(x€ + 7 432 = 5 [l%&%(sin2 0, + cos? 91)} = §m1l%03
1 : . : 1 0 9
T, = §m2(x§ + s+ 43) = 5me [lf@f(suﬁ 01 + cos® 0,) + 305 (sin® Oy + cos® 6y) +

+ 2[1[29192(8111 61 sin ‘92 -+ cos 91 COS 92)]
1 ) ) .
= §m2 [lf&f + l%@g + 2[1129192 008(91 — 02)]
Fiir die gesamte kinetische Energie gilt dann

Tl + TQ = (m1 + mg)l%Q% + mglllg COS(el — 92)9192 + §m2Z§9§

_ 1 (Q 0 ) (m1 +ma)l§ malyly cos(f; — 02) 9:1
— 9 1, U2 m2l112 COS(HQ — 91) m2l§ 92

(. S

DO | —

aij(01,02)
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c) Fir die potentielle Energie gilt

U = mygzy + megre = myg(xo — Iy cosby) + mag(xg — ly cos Oy — Iy cos b)

= (my +ma)gre — (Mmy + ma)gly cos Oy — magly cos by .

2. ZYKLOIDEN-HALFPIPE (**%*)

Ein Massenpunkt gleitet reibungsfrei im Schwere-

feld der Erde auf einer umgekehrten Zykloide (d4hn-
lich einer Halfpipe). Diese Zykloide kann durch
") = x(y) . <p—sin<p /
y() 1+ cos 90

parametrisiert werden, wobei 0 < ¢ < 27

a) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion unter Verwendung von ¢ als generalisierter
Koordinate.

b) Zeigen Sie nun, dass daraus die Bewegungsgleichung

1 Y g9 ¢
tL — L cot = =0
o+ 2<p co 5 g co 2
folgt und verwenden Sie die Substitution u = cos £, um diese Gleichung drastisch
zu vereinfachen. .
Hinweis: cot 2 = —210%
1 —cosyp
¢) Geben Sie nun die allgemeine Losung der Bewegungsgleichung an sowie die Losung
der Bewegungsgleichung fiir ¢(t = 0) = o > 0 und ¢(t = 0) = 0. Wie lauten damit
die Gleichungen fiir z(¢) und y(¢)? Wodurch zeichnet sich das System aus?

1
Hinweis: — arccosx =

dz V1 — 22
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LOSUNG:

a)

Das Potential ist gegeben durch
U = mgy = mga(l + cos ).

Die kinetische Energie ist gegeben durch

1 1
T = §m(9'v2 +9°) = §ma2 [©°(1 = cosp)? + ¢* sin® ¢]

1
= Ema2gb2(—2 cos ¢ +2) = ma*P*(1 — cos @) .
Damit ergibt sich die Lagrange-Funktion
L(p,p) = T—U = ma*$*(1—cos ¢)—mga(1+cos ) = ma*p*(1—cos ) —mga cos @,

wobei wir den konstanten Term —mga vernachlissigen konnen.

Es gilt
d oL d
&% =% [2ma2<p(1 — cos gp)} = 2ma’ [gb(l — cos @) + ¢?sin gp}
oL 1
—= = ma*y®sinp + mgasin p = 2ma*sin ¢ |~ + A
agp 2 2a

Daraus ergibt sich die Euler-Lagrange-Gleichung

. 1., singp g sing
gyt r 2T )
SO_I_Q(’Ol—cos.gp 2a1 —cos g

und mit dem Hinweis

.ol 9o g ©
et L - Lt ¥ 20,
P geeoty — g oty

Zundchst multiplizieren wir die Gleichung mit sin :

22
gbsing—i-%cosg—?%cosg:o.

Aus der Substitution erhalten wir

U = cosf
2
u = —fsinf
2 2
22
iU = —gsinf—gcosf
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und erhalten damit die neue Bewegungsgleichung

. g
92— L u=0
b— o

bzw.

. g
Zu=0
u+4au ,

welche eine harmonische Schwingung mit w = %\/g darstellt.

c) Eine allgemeine Losung der Bewegungsgleichung ist durch
u(t) = Acos(wt + 1)
gegeben. Resubstitution liefert
@(t) = 2arccos(u(t)) = 2 arccos [A cos(wt + 1)y)]

und
_ 2wAsin(wl +¢o)
V1 — A2 cos?(wt + 1)

Aus den Anfangsbedingungen folgt

p(t) =

$o
COS 2

A

¢®%20¢$smWQ:O=é1%:O::>A=aE%

©(0) = 2arccos(Acos ) = pg = 1 = arccos

Somit ist die spezielle Losung der Bewegungsgleichung durch
©(t) = 2arccos (cos % cos wt)

gegeben. Wenn wir nur den Zeitpunkt berechnen, an dem ein Massenpunkt den
untersten Punkt der Halfpipe erreicht, ergibt sich

%o m

yt) =0 <= o(t) =1 = cos?coswt:0 = t:2—.
W

Dieses Ergebnis ist unabhéngig von der Startposition ¢g. Also braucht ein Mas-
senpunkt, vollig egal aus welcher Hohe er losgelassen wird, immer die selbe Zeit
t = 5 bis er den Boden erreicht. Diese Eigenschaft nennt man Tautochronie.

Mathematica Applet: http://goo.gl/hkbsx]
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3. KLOTZE IM SCHACHT (**%*)

Zwei Klotze gleicher Masse m sind durch
eine starre, masselose Stange der Lénge [
verbunden und bewegen sich reibungsfrei
entlang des in nebenstehender Abbildung
vorgegebenen Weges unter dem Einfluss
der Schwerkraft.

a) Wie lauten die Zwangsbedingungen?
Stellen Sie die Lagrange-Funktion
fiir die verallgemeinerte Koordinate
a(t) auf.

b) Zeigen Sie, dass die Euler-Lagrange-
Gleichung in der Form

>

e

DN
1R
v

d+gcosa:0

[

e

geschrieben werden kann, wobei g
die Graviationsbeschleunigung ist.

c) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des entlang der y-Achse fallenden Korpers als
Funktion des Winkels a. Die Anfangsbedingung folge aus einer kleinen Auslenkung
aus dem labilen Gleichgewicht bei a@ = 90°. Wie grof ist ¢ bei @ = 45°, o = 0°
und o = —45° fir [ =1 m, g ~ 10 m/s*?

Hinweis: Multiplizieren Sie die Bewegungsgleichung mit & und finden Sie einen
Ausdruck fiir .

d) Bestimmen Sie den Winkel, unter welchem die Fallgeschwindigkeit am grofiten ist,
und den entsprechenden Betrag der Geschwindigkeit

LOSUNG:

a) Fiir dieses System gelten die Zwangsbedingungen x; = 3y, = 2z = 2o = 0 und
y? + x5 — [2 = 0. Daher eignet sich als generalisierte Koordinate der Winkel a:

y1 = lsina

To9 = [ Cos o
Das Potential ist gegeben durch

U =mgy; = mglsina.
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Die kinetische Energie ist gegeben durch
AT SN | 220 2 2 I ST
T= 2m(yl—kaz: ) = 2m[l @*(sin® a + cos’ a)| = 2ml ar.

Damit ergibt sich die Lagrange-Funktion

1
Lla,a) =T —-U = §ml2d2 — mglsin o

b) Aus der Euler-Lagrange-Gleichung folgt

mlé +mglcosa =0 < d+gcosa:().

[

¢) Mit dem Hinweis ergibt sich

d /1
o'zd—i—d%cosa =0 <— E (5642 + %sina) =0.
Integration liefert
d2+2%sino¢ =C.

Mit den Anfangsbedingungen a(t = 0) = 90°, &(t = 0) = 0 ergibt sich die
Konstante C":

_ 2
C—l

Setzt man die Konstante wieder ein erhalt man

2 2
M+~%@ma—1y:o::-a:i -ﬁu—gn@.

Im Zusammenhang mit den Anfangsbedingungen macht hier nur das negative Vor-
zeichen einen Sinn und fiir die Geschwindigkeit gj; ergibt sich

U1(a) = léccosa = —cos ay/2¢gl(1 — sina) .

Mit den angegebenen Werten ergeben sich folgende Geschwindigkeiten: g(45°) =
—1.7m/s, 11(0°) = —4.5m/s, y;(—45°) = —4.1 m/s.
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d) Fiir maximale Geschwindigkeit gilt §j; = 0. Fiir die Ableitung erhélt man

1
24/1 —sin«

cos®

= 2gla [sinay1l —sina + —————

g [ 2\/1—sin04]

V291 ( V2 /l>\/1 i in /1 — sin o + cosa

= = —sina [sinay1 —sina + ———

g g 2v/1 —sin«
= —g[2sina(l —sina) + cos® a] = —g [2sina — 2sin® a + cos® o]
= g[3sin2a—23ina—1] =39 [sinza—gsina—l]

3 3
3g(sinar — 1) (sinov + 5)

hh = —+/29l {—Sina-d\/l—sina—l—cosa

(= cosa) -a}

Die Losung sina = 1 ist die triviale Losung, da dort die Anderung von 7; immer
0 ist. Somit ist die fiir uns entscheidende Losung sin a = —% bzw. a ~ 19.5°. Die
dazugehorige Geschwindigkeit betragt y"* = —4.9 m/s.

4. PERLE AUF SCHRAUBENLINIE (*%*)

N

Eine Perle der Masse m gleite reibungsfrei auf einer Schrau-
benlinie mit dem Radius R und a > 0

Rcos ¢(t)
7(t) = | Rsin¢(t)
ag(t)

Die Schwerkraft wirke in negative z-Richtung.

a) Wie lauten die Zwangsbedingungen?

ALY
RALR/

b) Formulieren Sie die Lagrange-Gleichungen 1. Art.

c) Benutzen Sie die Zwangsbedingungen um die Bewe-
gungsgleichungen zu vereinfachen und bestimmen Sie
die Zwangskrafte.

X

Hinweis: Verwenden Sie Zylinderkoordinaten (p, ¢, z).
LOSUNG:

a) Es gibt hier zwei holonome Zwangsbedingungen:

Ji=p—R=0
Jo=2z—ap=0

wobei die Konstante a ein Maf fiir den Anstieg der Schraubenlinie ist.
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b) Die Lagrange-Funktion (der zunéchst freien Perle) lautet

£<p7 ¢7Z7p7¢7 Z) =T-U-= Em(p2 + p2<;52 + 22) —mgz.

Daraus erhalten wir die drei Lagrange-Gleichungen 1. Art
. : 0
o = YN L k_n=2,
k=1

m(p% + 2059) = zxkafk:_m:%

mz+mg = %:)\2:22

c) Wegen p = R folgt p = p = 0 und mit z = a¢ erhalten wir

—mRy® = M\
mqug = —ak
magﬁ +mg = X
Ziel ist es nun, die Lagrange-Multiplikatoren A\, und die Zwangskrafte Z; unabhdn-

gig von den Koordinaten und Geschwindigkeiten darzustellen. Zur Bestimmung
von A\, stellen wir die beiden unteren Gleichungen nach ¢ um und setzen sie gleich:

CL)\Q . )\2 —
mR2  ma
Damit ist R .
mg
Ao = =7,=——2Z,.
2T @2+ R? a”?

Desweiteren benutzen wir den Ausdruck fiir ¢ aus der zweiten umgestellten Glei-
chung, setzen das Ergebnis fiir Ay ein

ag

ey >

und erhalten nach Integration unter der Annahme, dass (b(O) =0,

=—— 4,
¢ a’?+ R?
Damit erhalten wir jetzt fiir A\
mRa 9
= =27,.
LT (@2 + RY) g
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Die Ergebnisse fiir \; und Ay konnen und in die Lagrange-Gleichungen 1. Art einge-
setzt werden um zu vereinfachten Bewegungsgleichungen zu gelangen. Wir sehen, dass
die Zwangskraft Z, zeitabhangig ist, wiahrend fiir die Zwangskréfte Z4 und Z, keine
Zeitabhangigkeit vorliegt.

5. VARIATIONSPRINZIP (**)

a) Betrachten Sie eine Lagrange-Funktion L(q, g, ¢;t) die auch noch von der zwei-

ten Ableitung von ¢ nach der Zeit abhingt. Zeigen Sie, dass die Euler-Lagrange-
Gleichung fiir diese Funktion durch

a d a d2 a . ..
<<9q dt 9q + @3_@) L(q,4,G;t) =0

gegeben ist, wobei wir davon ausgehen, dass weder ¢ noch ¢ an den Randpunkten
variiert werden, d.h. §q(t;) = dq(t2) = 04(t1) = 0¢(t2) = 0.

Zeigen Sie, dass die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten (sog. geoddtische
Linie) auf einer Kugel durch einen Grofkreisbogen gegeben ist.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass das Linienelement auf einer Kugeloberfliche
vom Radius R durch ds = Ry/1 + sin® 9’2 dd mit ¢’ = dp/ di gegeben ist.

LOSUNG:

a) Wir gehen analog zur Vorlesung vor und erhalten somit

6S[g] =0
d g i
= @ (m| =
— d_(j7 /ﬁ(CJo(t) +0G(t), do(t) +nd(t), do(t) + nd(t): t) dt _0

t1 n=0

= /d_(j7 [L(q0(t) +nd(t), do(t) +ng(t), do(t) + ng(t); t)}’?:‘) =0
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to
Kettenregel 0 . .. 0 0 . .. 0 .
— t t t);t)- —q(t) +— t t t);t)- —q(t
— /8q£(q0( ), Go(t), Go(t);t) 817Q( )+aq£(%( ), Go(t), Go(t);t) aﬁ(l( ) +
t1 S~—— S~——
=q(t) =q(1)
2 o), i), do(0): 1) - 2-ii(t) dt = 0
aq qo » 40 » 40 3 anq -
~——
=q(t)
t2 8£ . ..
pa<rt;_1>1>1t. / <q07QO7QOat)‘q(t) dt +
dq
t1
to
85(Q07QO7(105t> ~ t2 /daﬁ(qquJQOvt) ~
LY W, )@ a a() dt +
-~ - t1

=0 wegen G(t1)=G(t2)=0
)

. LA . t2 a N .
65((]0, qo, qo,t) ) q(t B / EaE(CIm q0, 9o, t) . (j(t) dt =0

~~ -t
=0 wegen G(t1)=q(t2)=0 '
to
part. Int. 0L(qo, Go, Go;t) - d 0L(qo, do, dost)
< -G(t) — — -q¢(t) dt —
[ ) ) - LB g
t1
d oL ) 7 a2 ac )
qo0, 40, Gos t) ., .|t 40,40, qo; t) -
i At S -q(t) dt =0
at Bq av), / a2 EE att)
N -~ 7 t1

=0 wegen ¢(t1)=G(t2)=0
to

/(aE(Qanoafjo;t) “d 9L(q0; Go, Go; t) +d_285(qo>(«?0740?t)> G(t) dt =0

dq S dt dq de? d

t1

Dies fiihrt auf die zu zeigende Behauptung.
b) Die Koordinaten eines Punktes auf einer Kugeloberfliche vom Radius R sind durch

x cos p sin ¥
y | =R | singsinv
z cos v
gegeben. Fiir die Differentiale gilt nun
dx %ﬁds@ﬂLg—ﬁdﬁ —sin ¢ sin ¥ dy + cos ¢ cos ¥ d
dy | = %dg@—i—%dﬁ =R | cosysintdp + sinpcosd dd
dz %ngp+g—§dz9 —sind dd
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und damit
da? sin? psin® ¥ dp? — 2sin ¢ cos @ sin ¥ cos ¥ dp dv) + cos? ¢ cos? ¥ d?
dy? | = R? | cos? psin® 9 dg? + 2sin ¢ cos psin ¥ cos 9 de dvd + sin? ¢ cos? ¥ di?
dz? sin? ¢ dv?

Somit folgt

dv?

do\ 2
ds* = da* 4+ dy* + dz° = R* (sin® ¥ dp® + dv®) = R* |sin*¥ (d_S;> 1

ds = R\/1 +sin? 92 do .

Die Lagrange-Funktion des zu minimierenden Funktionals ist dann

L(p,0;09) = /1 +sin? 92

Da die Lagrange-Funktion unabhingig von ¢ ist, ist ¢ eine zyklische Koordinate
und der dazugehorige kanonische Impuls

bzw.

oL sin? ¥y’
e v/ 1+ sin” ¥
ist erhalten. O.B.d.A. sei der erste Punkt der gesuchten Strecke der Nordpol, also

ist ¥ = 0 und somit p, = 0. Fiir alle ¥ # 0 muss aber p, = 0 ebenfalls gelten. Somit
folgt ¢’ = 0 bzw. ¢ = const. Also sind die gesuchten Kurven Grofkreishogen.

= const.

6. T1T FOR TAT (***)

Zwei punktformige Korper gleicher Masse m bewegen sich
im homogenen Schwerefeld der Erde reibungsfrei auf einer
vertikalen, bzw. um 45° geneigten, Geraden (s. Abb.). Sie
sind mit einer idealen Feder mit Federkonstanten k verbun-
den, die im entspannten Zustand Lénge [ = 0 hat. Es wirken
keine weitern Krifte.

a) Stellen Sie die Lagrange-Funktion in den Variablen y;
und y» auf, den vertikalen Komponenten der Koordi-
naten der Massenpunkte.

b) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen ab.

c) Bestimmen Sie die Gleichgewichtslage.

d) Es ist nun sinnvoll neue Koordinaten & und &, einzufithren, welche die Auslenkung
der Massen aus der Gleichgewichtslage beschreiben. Zeigen Sie dass sich damit die
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e)

Lagrange-Funktion auf folgende Form vereinfachen lésst:
m /- . k
£=2 (20 +8) -5 (28 + 8 - 208)

Geben Sie die neuen Bewegungsgleichungen in Matrixform an und bestimmen sie
die Eigenschwingungen des Systems. Interpretieren Sie Thr Ergebnis.

LOSUNG:

a)

Q)

Wegen x; = 3, ist die kinetische Energie durch
1 . .
T = 5m(297 +93)
gegeben. Die potentielle Energie lautet

1 1
U= —mg(yr +y2) + 3k [y + (y2 — 11)?] = —mg(yr + o) + 5k(2yf + Y3 — 2p1s)

wobei sich die Lange der gedehnte Feder aus dem Satz des Pythagoras ergibt. Die
Lagrange-Funktion lautet somit

IR 1 . . 1
Lyy)=T-U= §m(2yf +95) + mg(yr + y2) — §k(2y? + Y5 — 2u1y2) -

Als Bewegungsgleichungen ergeben sich

. g k
- 2 (9 —
U1 9 2m(y1 3/2)
. k
o = g——(y2—1)
m

In der Gleichgewichtslage verschwinden alle Ableitungen von y;. Dies fiihrt auf die
Gleichungen

mg

200 — Yy = 7 =Y
mg
Y2 —y1 = T =Y

Setzt man die beiden Gleichungen gleich, erhdlt man y, = %yl und damit lassen
sich die Ruhelagen zu y%o) = 2y und yéo) = 3yo bestimmen.

Wir fihren nun die neuen Koordinaten ein:

0
& = - =y — 2y

0
& = y—u) =y — 3y
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Setzt man die inverse Transformation und deren Ableitung in die Lagrange-Funktion
aus a) ein, so erhdlt man

LEE) = 5ml28 + &) +myl6 + & +5w) -

1
—§k(25f + 8&1yo + 8yp + & + 6&y0 + Iyp — 2&1& — 6&1yo — 4y0 — 12y7)

(&1 + &)

m

: : k
= D08+ +mge +&) - 526+ - 26)

ok
2 NG

=mg
. . k
= %(25% +£2) — 5(25? + &5 —26&),

wobei wir konstante Terme vernachlassigt haben.

e) Aus der Lagrange-Funktion erhalten wir die Bewegungsgleichung

2m 0\ > 2k —k\ >~
(0 e e
Aus der charakteristischen Gleichung

N N )2 _
0 = det(K—sz):‘2(k wim) K '

—k (k — w?m)

1 2
= 2k% — dkmw?® + 2m%w* — k2 = 2m? (w4 — QEMQ + _k_)

ergeben sich die Eigenfrequenzen aus den Nullstellen des Klammerterms

2k 4 /4R ok 2( 1)

2 V2

wobei wi 1= % Die Eigenschwingungen ergeben sich als (normierte) Eigenvektoren

. N _ 1N - L1

2 __
Wio =

-1 =L V3 -2

V2

c—uin, =k (V) ) é=0 = 6= 7o)
K — 2M(J=k( Cy=0 = (Cy=—
(KmwMC=k_y o )¢ RVEANE

— Die erste Eigenschwingung stellt eine gegenphasige Bewegung der Massen dar.

— Die zweite Eigenschwingung stellt eine gleichphasige Bewegung der Massen
dar.

In beiden Féllen ist die Amplitude der zweiten Masse um den Faktor V2 grofer.
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7. GEFEDERTE MASSEN AUF RING (*%)

Drei Massenpunkte konnen sich reibungsfrei auf
einem Kreisring mit Radius R bewegen und sind
durch drei identische Federn mit Federkonstante &
miteinander verbunden (s. Abb.). Zwei der Mas-
senpunkte haben die gleiche Masse m, wahrend der
dritte die Masse M = am, a > 0 hat. Es wirken
keine weiteren Kréfte.

a) Stellen Sie die Lagrange-Funktion fiir dieses
System auf. Verwenden Sie als generalisierte
Koordinaten die Winkel ¢;, i = 1,2, 3, die als
Auslenkungen aus einer durch gleiche Feder-
spannungen bestimmten Lage definiert seien.

b) Stellen Sie daraus die Bewegungsgleichungen fiir dieses System auf.
c) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen aus den Bewegungsgleichungen.

Hinweis: Die charakteristische Gleichung der aus den Bewegungsgleichungen fol-
genden Matrix mit den noch zu bestimmenden Grofen S und A kann faktorisiert
werden gemafs

26-X  —p —B
B 28-X  —B |=ABB—NaA—Ba+2).
—B -8 20—aA
d) Berechnen Sie die zugehorigen Eigenschwingungen und interpretieren Sie diese.
e) Welche Symmetrie weist dieses System auf? Welche Erhaltungsgrofe gibt es auf-

grund dieser Symmetrie? Welche Eigenschwingung ist mit dieser Erhaltungsgrofie
assoziiert und wie grofs ist die zugehorige Eigenfrequenz?

LOSUNG:
a) Mit den Bogenldngen s; = Ryp; ergibt sich fiir die Energien

1 . 1 . 1 . 1 ) . .
T = §m(Rg01)2 + -m(R¢2)? + zam(Rp3)* = —mR* (¢ + 5 + ap3)

2 2 2
1 1 1
U = §k32(<ﬂ1 — )’ + 51932(902 —3)? + 5’632(%03 —¢1)°
1
- §kR2 [(% —©2)? + (2 — 03)* + (93 — 901)2}

Somit lautet die Lagrange-Funktion

R 1 . . . 1
L(G,¢)=T-U= §mRQ (91 + &5 + as@%)—§k32 (01— ©2)% + (2 — @3)* + (03 — 01)?] -
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Mit der Euler-Lagrange-Gleichung lauten die Bewegungsgleichungen

m@r+ k(201 —p2 —3) = 0
m@ps + k(—p1 +2p2 —p3) = 0
am@s + k(—p1 — pa +2¢p3) = 0

oder in Matrixform

m 0 0 ) 2k -k —k
0 m O |Fg+|—-k 26 —k]|gFg=0.
0 0 am -k -k 2k

c) Die Eigenfrequenzen des Systems ergeben sich als Losung der charakteristischen

Gleichung
) R 2k — w?m —k —k
0 = det(K — wQM) = -k 2k — w?m —k
—k —k 2k — w?am

= mw” (3k — mw®) [amw® — k(24 a)] ,

wobei wir den Hinweis verwendet haben. Wir erhalten somit die drei Losungen

wi =0
k

2 2

— 32 -3

ws - Wy
k2 2

w3 = — +a:w§(1+—>
m o o

wobei wj = £.

d) Die Eigenschwingungen ergeben sich als (normierte) Eigenvektoren

2 -1 -1 1

. - - 51
(K —wiM)Cy=k|-1 2 -1 01:0:>01:7 1
1 -1 2 3 \1
) A -1 -1 ~1 e
(K—wiM)Co=k| -1 -1 -1 |Cy=0 = Co=—1]-1
-1 -1 2-3a V2 \ g
) ) -2 -1 - ] 1
(K—wiM)Cy=Fk| -1 1-2 —1]C3=0 = C3=———————1| 1
11 a Va1 ()" -2

— Die zur Eigenfrequenz w? = 0 gehorende Eigenschwingung stellt eine gleich-
formige Rotation aller drei Massen in die gleiche Richtung, mit der gleichen
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Amplitude, dar.

— Die zur Eigenfrequenz w? = 2w, gehorende Eigenschwingung stellt eine ge-
genphasige Schwingung der kleinen Massen, mit gleicher Amplitude, dar. Die
grofse Masse bleibt in Ruhe.

— Die zur Eigenfrequenz w3 = wy(1+ 2) gehérende Eigenschwingung stellt eine
gleichphasige Schwingung der kleinen Massen, mit gleicher Amplitude, dar,
wahrend die grofse Masse gegenphasig mit einer um den Faktor % veranderten
Amplitude schwingt.

e) Es liegt eine Rotationssymmetrie der auf dem Kreis angeordneten Massen vor.
Wenn man alle Massen um den gleichen Winkel ¢ verschiebt bleibt die Energie
des System unverandert, da keine Feder aus ihrer Ruhelage ausgelenkt wird.

Die dazugehérige Erhaltungsgrofe ist der Gesamtdrehimpuls [ = mR?(2 + ).
Die assoziierte Eigenschwingung ist 61 = \/Lg(l, 1,1)T mit Eigenfrequenz w; = 0.
Es handelt sich um eine Anregung des Systems, die keine Energie kostet.

8. GEKOPPELTE FADENPENDEL (**%*)

Drei gleiche mathematische Pendel (Masse m, Lénge [) sind durch zwei ideale Federn
derselben Federkonstante k verbunden und bewegen sich im homogenen Schwerefeld der
Erde (s. Abb.). Die Léange jeder der unbelasteten Federn ist jeweils gleich dem Abstand
der Aufhidngungspunkte der zwei durch sie verbundenen Pendel.

a) Formulieren Sie die Lagrange-Funktion im Falle kleiner Auslenkungen.
Hinweis: Vernachléssigen Sie Terme der Ordnung O(a3).

b) Leiten Sie daraus die Bewegungsgleichungen ab.

c) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen des Systems.
Hinweis: Die Beziehung (a +b— x)(a+ 2b—x) — 2b* = (a — x)(a + 3b — z) kiénnte
sich als niitzlich erweisen.
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d) Berechnen Sie die zu den zwei langsamsten Eigenschwingungen gehérenden Eigen-
vektoren und interpretieren Sie Thr Ergebnis.

e) Geben Sie die zur schnellsten Schwingungsmode gehdrende Eigenschwingung mit
kurzer Begriindung, aber ohne Rechnung, an.

LOSUNG:

a) Die kinetische Energie ist gegeben durch

1 1 1 1
T = 5m(zal)2 + 5m(zc‘yQ)Z + 5m(lag)2 = §mz2(a§ + a3 + é3)
1. ml®2 0 0 _
= §o7T 0 mi®> 0 |a.
0 0 mi?

Die potentielle Energie U setzt sich aus der Lageenergie U, und der Spannenergie
der Feder Uy zusammen. Fiir die Lageenergie gilt

U, = —mglcosa; —mglcosay —mglcosag = —mgl(cos a; + cos ay + cos as)

w (1= ) (- 2) + (- %)

1 mgl
S {3 (3 a3 ag)} = 9 (o + a3 + a) + const.

Fir die Spannenergie der Feder gilt

1 — — — —
Uk: = 5]{} (|’I“1 — 7”2|2 + |7”2 — T3|3>
1
= §k [(Isinay — Isinas)® + (lcosay — lcos as)® +

+ (Isinas — Isinas)® + (I cos as — L cos az)?]

2 2 2\ 2 2 2\ 2
2 oo e (55 (359)]

12

kl?
= 5 (of = 20102 + 203 — 20003 + a3) + O(af),
In der vorletzten Zeile stammen die ersten beiden Klammern aus den Sinus-, die

letzten beiden Klammern aus den Cosinus-Termen.
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Die gesamte potentielle Energie lautet damit

[ kI?
U = U+ U= % (aF + a3 +a3) + - (af — 20105 + 203 — 2004 + a})
1
= 3 [(mgl + ki*)o} — 2klPoqan + (mgl + 2k1%) a3 — 2klPasas 4+ (mgl + kI*)aj]
mgl + kl? —kI? 0
= %“T —kl? mgl + 2kl? —kl? a.
0 —kI? mgl + ki

Damit lautet die Lagrange-Funktion

. 1. mi*> 0 0 ] mgl + kI? —kI? 0
L(@,d)=T-U = §o7T 0 mi® 0 &—é&T —kI*>  mgl+2kl*  —kI?
0 0 mi? 0 —kl? mgl + ki?

b) Die Euler-Lagrange-Gleichung liefert die Bewegungsgleichung in Matrixform

mi*> 0 0 mgl + ki? —kl? 0
0 mi*> 0 |a+ —ki? mgl + 2kI? —kI? a=>0.
0 0  mi? 0 —kI? mgl + kl?

c) Die Eigenfrequenzen ergeben sich als Losung der charakteristischen Gleichung

0 = det(K —w?M)

mgl + kl? — mi%w? —kl? 0
= —kI? mgl + 2kI? — ml?w? —kl?
0 —kl? mgl + kl — ml?w?
-l TE S gl ok
w? + wi — w? —w? 0
= mi? —w w2 + 2wi — w? —w?
0 —w? w2+ w? — w?

= mP(W? 4+ wi — w2 + 2w} — W?) — 2w (W + Wi — w?)
= le(wg + wf - w2) [(wg + wg — wQ)(wg + ng — wQ) — 2wlﬂ

= mli(w; + wy — w?)(wg —w?)(w; + 3wy —w?)
k

mit w? = 4 und w; = £.
m
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Wir erhalten damit die drei Eigenfrequenzen

k
wi = w2+w§:%+a
of = W=7

k
w: = w2+3w§:%+35

d) Wegen ws < wy < ws sind die zwei langsamsten Eigenschwingungen durch die zu
wy und wy gehorigen Eigenvektoren bestimmt. Es gilt

0 -1 0 1

. N . .1
(K —wiM)Ci=mlPwi | -1 1 —-1|C=0 = Ci=-—=1]0
0 -1 0 V2 —1

—_
|
—_
e}
—_

5 - . L1
(K —wiM)Cy=mlPwi | -1 2 —1|Co=0 = Co=—|1
0 -1 1 V3

—_

— Die erste Eigenschwingung beschreibt eine gegenphasige Schwingung der bei-
den dufseren Pendel mit gleicher Amplitude wiahrend das mittlere Pendel ruht.

— Die zweite Eigenschwingung beschreibt eine gleichphasige Schwingung aller
drei Pendel mit gleicher Amplitude. Die Federn bleiben also stets entspannt
weshalb die zugehérige Eigenfrequenz w3 = ¢ auch nur den Beitrag der Gra-
vitationswirkung enthalt.

e) Die zur schnellsten Eigenfrequenz w2 = %4—3% gehorende Figenschwingung enthélt
den Term 3%, alle drei Federn miissen bei dieser Schwingung also belastet sein.
Das ist nur dann moglich, wenn das mittlere Pendel sich in die entgegengesetzte
Richtung wie die beiden &uferen Pendel bewegt. Auf das mittlere Pendel, das ja
an beide Federn gekoppelt ist, wirkt eine doppelt so starke Kraft, es muss also
mit zweimal so grofer Amplitude schwingen wie die beiden dufseren Pendel. Der
Eigenvektor lautet daher
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9. NOETHER-THEOREM (*)

Welche Komponenten des Impulses p und Drehimpulses L bleiben erhalten, wenn sich
ein Massenpunkt im dreidimensionalen Potential bewegt, dessen Aquipotentialflichen
durch folgende Fille vorgegeben sind:

unendliche Ebenen parallel zur xz-Ebene,
konzentrische Zylinderhiilsen mit Zylinderachsen auf der y-Achse,
konzentrische Kugeloberflachen,

konzentrische gerade Kreiskegel mit identischen Offnungswinkeln und der z-Achse
als Symmetrieachse,

konzentrische Ellipsoidoberflichen mit a = b # c.

LOSUNG:

a)

Das System ist invariant unter Translation in z- oder z-Richtung. Somit sind die
zugehorigen Impulskomponenten p, und p, erhalten. Das System ist aukerdem
invariant unter Rotationen um die y-Achse. Somit ist die zugehdrige Drehimpuls-
komponente L, erhalten.

Das System ist invariant unter Translation in y-Richtung. Somit ist die zugehorige
Impulskomponente p, erhalten. Das System ist auferdem invariant unter Rotatio-
nen um die y-Achse. Somit ist die zugehorige Drehimpulskomponente L, erhalten.

Das System ist invariant unter Rotationen um alle drei Achsen. Somit sind alle
zugehorigen Drehimpulskomponenten bzw. der Gesamtdrehimpuls L erhalten.

Das System ist invariant unter Rotationen um die x-Achse. Somit ist die zugehorige
Drehimpulskomponente L, erhalten.

Das System ist invariant unter Rotationen um die z-Achse. Somit ist die zugehdrige
Drehimpulskomponente L, erhalten.
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