TECHNISCHE UNIVERSITAT MUNCHEN
FAKULTAT FUR PHYSIK m

FERIENKURS THEORETISCHE PHYSIK 1

LOSUNG ZU UBUNGSBLATT 1

Grundlagen der Newton’schen Mechanik, Zweiteilchensysteme

1. VEKTORANALYSIS (*)

(a) Der Gradient eines skalaren Feldes f(r) ist laut Definition ein Vektorfeld:

- 5
GEEE
[0
0z
Zeigen sie:
-~ i
Vr = -
r

—

(b) Die Divergenz eines Vektorfeldes f(7) ist laut Definition ein skalares Feld:

)
Vf(r)_aﬂay 0z

Zeigen sie:

-

V-r=3

—

(c) Die Rotation eines Vektorfeldes f(7) ist laut Definition ein Vektorfeld:

9 . ofs _ Of
L o f1(7) a_]; ~ 55
Vrrn= g ) < (a0 ) =55
s f3(7) P~ oy
Zeigen sie:
Vxir=0
LOSUNG:
(a)
or 8\/;t2(;—y2+z2 .
- f‘ oA 1 T
Vr=15|= CAVAns e J”ng’Q“Q =Y :;:gr
0z
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(b)

> or Oy 0z
Vii=—4+24+-"2=3 8
" ox * dy 0z (®)
(C) 0 o) 0,
. AN CANN S 7
Vxi=|s|x|y]l=[Z-2%]|=0 (9)
i e % _ %
0z ox dy
2. BAHNKURVE IN KUGELKOORDINATEN (*%)
r(t) sin O(t) cos ¢(t)

Die Parametrisierung fiir Kugelkoordinaten lautet 7(t) = | r(t) sin 6(t) sin ¢(¢)

r(t) cos O(t)

(a) Bestimmen sie die Basisvektoren ¢, €y und €}, (in dieser Reihenfolge liegt ein rechts-

héndiges Koordinatensystem vor).

(b) Berechnen sie die Zeitableitungen der Basisvektoren und driicken sie diese durch €,

ép und €, aus.

(c) Berechnen sie die Geschwindigkeit fiir die Bahnkurve 7 = ré,..

(d) Berechnen sie die Beschleunigung.

LOSUNG:

(a) Die Basisvektoren erhdlt man indem man die Parametrisierung nach den entspre-

chenden Variablen ableitet und auf 1 normiert.

oF sin  cos ¢ oF sin 6 cos ¢
Fr sinfsing | o =1—¢€, = |sinfsing
" cos 6 " cos
o7 r cos 6 cos ¢ oF cos 6 cos ¢
0= rcosfsing | , e =r — ey = | cosfsing
—rsinf —sinf

o7 —rsinfsin ¢ S

—— = | rsinfcos¢ | ,|5|=rsinfd — é5 =

0¢ 0 or

—sin¢

(10)

(11)

(12)

2 /11



FERIENKURS THEORETISCHE PHYSIK 1 27.08.2012

Alternative:

Der radiale Basisvektor ist offensichtlich

sin @ cos ¢
€ = | sinfsing | . (13)
cosf

Der Basisvektor des Polarwinkels ¢ ist derselbe wie bei ebenen Polarkoordinaten (ohne
z-Komponente)
—sin ¢
€= | cosg |. (14)
0

Den Basisvektor des Azimuthalwinkels 6 erhélt man aus dem Kreuzprodukt von €, und
€s. Da fiir ein rechthéndiges Koordinatensystem die Reihenfolge €, €y, €, ist, gilt

—sin ¢ sin 6 cos ¢ cos 6 cos ¢
€gp=Eyx = | cosgp | x |sinfsing | = | cosfsing | . (15)
0 cos 6 —sinf

(b) . .
0 cos 6 cos ¢ — psinfsin ¢

e = 0 cosfsing + dsinfcos ¢ | = béy +¢sin9€¢ (16)
—0sin6
‘ —ésinecosgzﬁ—écostingb ‘ '
€p = —fsinfsing + ¢cosfcos¢ | = —0¢, + ¢ cos ey (17)
—6 cos b
' —¢cos ¢ . ‘
ey = | —psing | = —dsinbe, — ¢ cosbé, (18)
0
(c) . . . .
T =i = 1€, + 1é, = 1€, + 10 + rdsin 6, (19)

(d)

@ = U= i€, + 108 + dsin ¢,
+708y + rie, — r*e, + T9¢ cos fe,
+7¢ sin Oey + résin ey + 8¢ cos €y — r¢? sin? 0€, — r¢sin 0 cos 0,

= (# — 16% — r¢?sin 0)€, + (16 + 270 — r¢sin b cos 0)& + (résinf + 27¢sin 6 + 210 cos 0)é,
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3. PENDEL MIT ZWEI MASSENPUNKTEN (*)

Ein im Koordinatenursprung aufghéngtes Pendel schwingt in der xz-Ebene und besteht
aus einer masselosen Stange, an der die Massen m; und msy in den Abstdnden [; und
ly vom Drehpunkt befestigt sind. Wie grof ist die Schwingungsdauer T fiir kleine Aus-
schlage?

LOSUNG:

Auf die beiden Massen wirken die Schwerkréfte m;g (|| z-Achse) und die Stangenkraft.
Letztere ist parralel zu den Ortsvektoren der Massen und erzeugt daher kein Drehmo-
ment.

[;sin ¢ 0 0
M = Sim; = S x By = % 0 x [ 0 | =Smilig | sing (20)
—l; cos ¢ —m;g 0
; sin ¢ l;bcos & 0
L=50 =57 x p; = % 0 X m; 0 = —Nml2e | 1 (21)
—l;cos ¢ l;sin & 0

Die Summen gehen jeweils von 1 bis 2. Die Gleichung L = M fiithrt nun auf die Diffe-
rentialgleichung
m111 + m2l2

ing = 0. 22
mll% + m2l5981n¢ ( )

¢+
Fiir kleine Winkel ¢ ist sin ¢ & ¢, so dass die Differentialgleichung fiir kleine Ausschliage

naherungsweise lautet
mlll + m2l2

o+
Der Ansatz ¢(t) = Acos(wt — §) erweist sich als richtig, wenn gilt:

27 maly + mals
YE T \/ myl? + mzlgg (24)

Alternativ kann man auch w direkt aus der Differentialgleichung ablesen, da es sich um
die Gleichung eines harmonischen Oszillators handelt, die die Form ¢ + w?¢ = 0 hat. Es
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ergibt sich

2 2
T = oy |l maly (25)
g(m1l1 + m2l2>

4. LINEARES POTENTIAL (*)

Untersuchen sie qualitativ das effektive Potential einer Bewegung im linearen Potential
U(r) = ~r (Ein Teilchen im Kreiskegel hat ein solches Potential). Welche Bahntypen
konnen auftreten?

LOSUNG:

l2

2412

Ve (1) = yr + (26)

Wl

hat an der Stelle ry = (%) das absolute Minimum

min 3 72l2 %
off 25(7) : (27)

Zwei Bahntypen sind zu unterscheiden:

(a) £ = E; > V3™ Die Bahn ist finit und beschreibt einen gebundenen Zustand; Das
Teilchen lauft zwischen zwei Umkehrpunkten r; und ro hin und her. Allerdings kénnen
wir nicht feststellen, ob die Bewegung offen oder geschlossen ist, ein ellipsenférmiges
oder andersartiges Aussehen hat. Um Aussagen dariiber treffen zu kénnen, miisste man
das Integral

d— Py = / l dr’ (28)
o r/Q\/Qu(E —r) — 7_%
berechnen.
(b) E = Ey = V2" Es liegt eine Kreisbewegung vor mit r = ry.

5. STABILITAT VON KREISBAHNEN (*)

Kreisbahnen sind in allen anziehenden, rotationssymmetrischen Zentralkraftfeldern mog-
lich. Von grofer Wichtigkeit - z.B. fiir Planeten- und Satellitenbahnen - ist die Stabilitat
von Kreisbahnen. Wir wollen untersuchen, welche Bedingung ein allgemeines Potential
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U (r) erfillen muss, damit Kreisbahnen stabil sind, also durch kleine Auslenkungen oder
kleine Storkrafte nicht wesentlich gedndert werden.

(a) Suchen sie die Bedingung fiir die Stabilitdt von Kreisbhahnen in einem beliebigen,
rotationssymmetrischen Zentralkraftfeld U(r), mit Hilfe des effektiven Potentials.

(b) Fiir welche Exponenten n hat das Potential U(r) = —=5; stabile Kreisbahnen?

(c) Fiir welche Parameter ry hat das Potential U(r) = —%e_% stabile Kreisbahnen?
LOSUNG:

(a) Der Radius R der Kreisbahnen ergibt sich aus der Bedingung

dVegy,  dU(r) P
T R R =0 29

Die Kreisbahn ist stabil, wenn Vg an der Stelle R ein Minimum hat, also

d2‘/eff(r) d2U(T) 3 l2
a2 R g lrert R > (30)
Mit Gleichung 29| finden wir dann die Bedingung
d*U(r) 3dU(r)
dr? Ir=r R dr lr=r >0 (31)

fiir stabile Kreisbahnen. Die Bedingung fiir instabile Kreisbahnen lautet

d2U(7‘)| 3dU(r)
drz "R R dr

|,«:R < 0. (32)

(b) Aus Gleichung 31| folgt die Bedingung n < 2.
(c) Gleichung [31] fithrt auf die Bedingung
R\* R R 5
12 + Rro — R* > O baw. (-) B I 1+§%1,618 (33)

To To To

6. STURZ INS ZENTRUM (**%*)

(a) Unter welchen Bedingungen kann eine Masse das Zentrum des Feldes U(r) = —ar™"
mit Drehimpuls ungleich Null erreichen? Ist die Zahl der Umlaufe beim Sturz ins Zentrum
endlich oder unendlich?

(b) Weisen sie nach, dass die fiir den Fall ins Zentrum bendétigte Zeit stets endlich ist
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und Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit immer gegen Unendlich gehen.
LOSUNG:

(a) Das anziehende Potential muss das Zentrifugalpotential iiberwinden. Deswegen muss
gelten

1. n>2und o > 0 oder

2. n=2und a > £ oder zumindest

2p
3. n:2unda:é—2.
“w
Es gilt
d — d, dr’. (34)

_ / l
4 r'Q\/Qu(E + ar—") — 7%

Entscheidend fir die Zahl der Umlaufe ist der Bereich kleiner 7.

1. Fiir n > 2 wird F und der Term mit {? im Integral vernachlissigt. Dann ergibt sich

1
o2 1 i B po2 —m T2
“\ s mUR r(¢) = <~/ 5 ] q§) . (35)

Die Zahl der umléaufe ist endlich, da r(¢) = 0 mdoglich ist.

2. Firn=2und o > % wird E im Integral vernachlassigt.

[ r 20
- Ppy=—ioc——In— — = — ) — —1(p — 36
0 T o r(¢) = roexp [ B (¢ ¢o)] (36)
Die Zahl der Umlaufe ist unendlich.

3. Firn=2und a= % gilt exakt

l 1 1 1
O b= =) ) = T A — )

(37)

Das Teilchen lauft auf einer Spirale ¢(r) o % ins Zentrum und bendtigt unendlich viele

Umlaufe.
(b) Es gilt

’

dr .

(38)

0
/ z
t=— 2
o \/QM(E +ar ) = i

t ist endlich, wenn das Integral an der oberen Grenze 0 konvergiert.
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1. Fiir n > 2 wird F und der Term mit {? im Integral vernachlissigt. Dann ergibt sich

0
%t%—wli/r;dr<oo (39)
0

2. Firn=2und a > % wird E im Integral vernachlassigt.

t1/,/%(a%)m/ordr<o (40)

3. Firn=2und a = % gilt exakt

= B "

Demnach benétigt ein Teilchen, das in ein Zentralkraftzentrum féllt, stets nur endliche
Zeit. Wegen
P p_ Vund ¢ =

. (42

r?

gehen Geschwindigkeit und Winkelgeschwindigkeit in jedem Fall gegen unendlich.

7. ABSTURZ AUF DIE ERDE (**)

Ein Asteroid oder ein anderer Himmelskorper mit Masse my4 < mgqe fliegt auf einer
Hyperbelbahn in den Anziehungsbereich der Erde. Dabei soll die Relativgeschwindigkeit
zur Erde in groffer Entfernung von der Erde gleich vy sein. Welchen Stofparameter by,
zur Erde darf der Asteroid nicht unterschreiten, wenn er nicht mit der Erde kollidieren
soll?

Hinweis: Das Bezugssystem der Erde soll fiir den relativ kurzen Zeitraum, in dem der
Asteroid in Erdnéhe ist, als Inertialsystem angesehen werden. Die Anziehungskréfte der
Sonne und der anderen Planeten auf den Asteroid sind zu vernachléssigen. Die fiir die
Rechnung benétigten Parameter sind die Gravitationskonstante G = 6,67 107! klgzz,

der Radius der Erde Rpyqe ~ 6370 km und die Masse der Erde mg.qc ~ 5,98 -10** kg.

LOSUNG:

Der Asteroid stiirzt auf die Erde, wenn der Perihelabstand r,;, < Rprqe ist. Wir setzen
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Tmin < RErde-

2.2 2,42
p M AV Sinin \/ M40 5min
min — - 1 1 7 =R rde 43
" 1+e€ k / < t + k2 ) Erd (43)
mit k = Gmampe ~ 3,99 10"m 4 5. Es ergibt sich
2k 1 m2
min:Rr 1 —%Rr 1 1,25108—— 44
S E de\/ + mAﬂ%RErde E de\/ + ’Ug 82 ( )

Der minimale Stofparameter s, ist umso kleiner, je grofier vy ist. Fiir vg — oo geht
Smin Wie erwartet gegen Rgrde.

8. DAS DRITTE KEPLER'SCHE GESETZ (**)

Beweisen sie das 3. Kepler’sche Gesetz, das besagt, dass bei Planetenbewegungen die
Quadrate der Umlaufzeiten T ndherungsweise der dritten Potenz der grofsen Halbachsen
a proportional sind. LOSUNG:

Fiir die Flachengeschwindigkeit F = %r%ﬁ = ﬁ gilt

T
dF l
— dt=F=—T 45
/ dt 21 (45)
0
Die Flache F einer Ellipse lautet
2E1? [
F =7ab = ma*V1 — € = ma?y | — e = W,ukag (46)
2 2
%T:_Mpzﬂa% (47)
[ wk

Wie ersetzen die reduzierte Masse p durch die Planetenmasse m, und die Sonnenmasse
mg

T _dmp A memy ATy (48)

a3 k kE mg+m, G mg

Dabei ist a die grofe Halbachse der Ellipse, die der Differenzvector i = 7, —7s durchlauft.
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Die grofe Halbachse a, der Ellipse, die der Planet durchléuft, lautet

ms
a, = ——a. 49
b my + Mg (49)
T2 Ar2 2 Ar2 2
oo (my +3m5) _ T (1 + @> (50)
a; G mg Gmg mg
Fiir unser Sonnensystem ist -2 =<1, 50 dass _ fiir alle Planeten nahezu glelch ist (Fir

die Erde ist m" ~ 1,/300000; fur Jupiter, den schwersten Planeten, ist =2 ~ 1/1000).

9. STREUUNG IM ZENTRALKRAFTFELD (**%*)

Berechnen sie den dlfferentlellen erkungsquerschmtt fiir die Streuung im abstofsen-

den Zentralkraftfeld U(r) = & mit 8 > 0.

Hinweis: [1/4/a® — (bx)? dz = } arcsin (&)

LOSUNG:

Der Perihelabstand r,;, ergibt sich durch folgende Energiebetrachtung:

oo B B oo 9 B 12
2 /UOO Trznln + 2 Tm1n¢p Hlll’l + 2MTm1n ( )

o BAP/Qu)  BHp/20%E B, [ B
. = pu— —_— 1 2
7 Vmin E E SE TV o=yt g (52)

Der Streuwinkel in Abhingigkeit von [2 = 2uEb? betrigt

0—7r—2<I)0—7r—2;/1/( \/2 {E—U(r)—ﬁQD dr. (53)

Tmin

Wir substituieren v = %

Up . .
T— 2 (B — B B s » 2
Zb/\/l U < + 6% | du=m—2b/ + b% arcsin +u|l=7m|1-0b/ —|—b
0

(54)
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(55)

T—0 do b |db| Br? T—0
— = —(0) = —| = .
dQ dé E sinf[0(27 — 6)]?

sin 6
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