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Losung zur Ubung 4

1. Atomare Uberginge I
Ny Atome befinden sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 in einem angeregten Zustand k
mit Energie Ej. Die Abregung in den Grundzustand erfolgt durch Emission eines
Photons. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ubergangs pro Zeiteinheit sei T'/A.

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, zum Zeitpunkt ¢ > 0 ein Atom im ange-
regten Zustand zu finden? Wie sieht allgemein die Wellenfunktion des ange-
regten Zustands fiir Zeiten ¢ > 0 aus?

Hinweis: Die allgemeine, zeitabhéngige Losung der Schrédingergleichung ist
U(7,t) = cp(t)dr(F) - ek

b) Berechnen Sie die Fouriertransformierte des Zeitabhéngigen Anteils der Wel-
lenfunktion um das Frequenzspektrum zu erhalten. Geben Sie den Zusam-
menhang zwischen Ubergangswahrscheinlichkeit und voller Halbwertsbreite
des Spektrums an.

c) Bei der Abregung eines Atoms seien nun zwei Prozesse mit verschiedenen
Endzustinden moglich. Die beiden Ubergangsraten seien (I'y/h) und (I's/h).
Wie berechnet sich die Lebensdauer fiir den Ausgangszustand?

d) Nehmen Sie nun an, dass zur Entvolkerung eines Zustandes nicht nur mehrere
spontane Abregungsiibergénge beitragen, sondern auch inelastische Stofe, die
mit der Rate r stattfinden und das System in den Endzustand g versetzen.
Wie éndert sich die Lebensdauer?

Losung:

a) Analog zur Herleitung des Zerfallsgesetzes erhalten wir die Anzahl N an
Atomen, welche sich zum Zeitpunkt ¢ > 0 im angeregten Zustand k befinden:

N(t) = No - exp(—T/h) (1)

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein einzelnes Atom ist somit p = exp(—I't/h).
Verwendet man die allgemeine Losung der Schrodingergleichung mit wy =
Ex/h so ist die Wahrscheinlichkeit das Atom zum Zeitpunkt ¢ > 0 im Zu-
stand k zu finden ist gegeben durch |ci(t)|> = exp(=I't/h), z.B. ci(t) =
exp(—I't/2h). Die Wellenfunktion fiir Zustand k ergibt sich also zu

U(F, 1) = Dy (7) - exp [(—Tt/2h — icoy) - ] (2)




b)

Die Wellenfunktion aus Teilaufgabe a lasst sich schreiben als

(r,t) = k() - O(t) (3)
mit ©(t) = exp [(—['t/2h — iwy) - t]. Die Energie und damit auch die Frequenz
des Zustandes sind also nicht mehr unendlich scharf. Stattdessen besitzen sie

eine Verteilung g(w) mit einer gewissen Breite. Diese konnen wir mit Hilfe
der Fourier-Transformation berechnen.

g(w) ~ / T o) - et (4)

Fiir Zeiten ¢t < 0 ist ©(¢t) = 0 und damit:

oo 1
~ —I't/2h — 1 w) - t]dt = 5
o)~ [ eIt/ — iyt i)t = s )
Das Spektrum erhalten wir dann mit Hilfe des Betragsquadrates
1
2
|g(w)‘ ~ th/4h2 + (ch — w)g (6)

Funktionen dieser Form sind bekannt als Lorentz- oder auch Cauchy-
Verteilungen. Im Vergleich zu einer Normalverteilung hat die Cauchy-
Verteilung einen schmaleren Peak fillt aber an den Flanken langsamer gegen
0 ab. Der Wert am Maximum betrigt in unserem Fall 442?/T'? (abgesehen
von einer Proportionalitéitskonstante). Die Hilfte 2h2/T'? erhalten wir wenn
w — wy = £I'/2h. Damit ist die volle Halbwertsbreite (FWHM) I' /A gerade
gleich der Zerfallswahrscheinlichkeit. Man bezeichnet I' als die natiirliche Li-
nienbreite. Dieses FErgebnis ist konsistent mit der Unschérferelation. Es gilt
I' < AF und 7 < At mit der Lebensdauer 7 des Zustandes. Zusammen mit
I'/h=1/7 folgt h < AEAL.

Fiir den Ubergang aus dem Ausgangszustand i in den Endzustand f gilt:
dN;—y = =Ty /R - N; - dt (7)

Da beide Prozesse unabhéngig voneinander sind kénnen die Zerfallswahr-
scheinlichkeiten einfach addiert werden:

dNig=—> Tig/h-N;-dt (8)
f

Entsprechend gilt dann analog zum Zerfall in einen einzelnen Kanal die Le-

bensdauer 7;:
h

a Zfrif

(9)
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d) Da die Anzahl der Abregungsvorgiange durch inelastische Stofse proportional
zur Anzahl der angeregten Atome ist, gilt:

dNZ'_>g = —Fig/h . Nl -dt = —r - NZ - dt (10)

Entsprechend ist tritt im Ausdruck fiir die Lebensdauer ein weiterer Term
auf:
h

= 11
Zfl_‘z’f‘f‘r'h ( )

Ti

2. Atomare Uberginge II

a) Zeigen Sie, dass ﬁ—_‘: = ‘3—?1’5 gilt. (Hier ist A;; der sogenannte Einsteinkoeffizient,
der die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Sekunde eines spontanen Ubergangs
vom Zustand i in den Zustand k beschreibt. w;y, ist die Frequenz des Ubergangs

und Aw die Frequenzbreite des FWHM.)

b) Zeigen Sie am Beispiel des 2p — 1s Ubergangs des Wasserstoffatoms, dass die
relative Linienbreite % fiir Ein-Elektronen Systeme von der Groéfsenordnung
o? (a: Feinstrukturkonstante) ist. Berechnen Sie dazu zunichst den Einstein-
koeffizient A;j,, driicken Sie diesen dann geschickt durch o aus und verwenden
Sie den Zusammenhang aus a).

Hinweise: Rip(r) =2 - a§3/2 e~/ und Ry (r) = \/T2—4 . a§5/2 . e~T/2aB
Das zu losende Integral ist vom Typ:
fooox”e_a“ = an"—ll mit (n=0,1,2,...,a > 0)

c) Das Wasserstoffgas befinde sich nun in einem mit Fliissigstickstoff gekiihlten
Kryostaten (7' = 77K). Berechnen Sie die Intensitét I(w) und die Halbwerts-
breite Aw bei der die Intensitat auf % abgefallen ist. Berechnen Sie auch

f—;‘;. Diese Verbreiterung des Frequenzspektrums, das durch die Bewegung

der Atome zustande kommt wird Dopplerverbreiterung genannt. Hat diese

Dopplerverbreiterung Einfluss auf die Zerfallswahrscheinlichkeit?

Losung:
a) Es gilt (siehe oben) I' < AF und I'/Ai = 17 = A;j,. Daraus folgt
Aw  hAw AE T Ay

wik  hwie hwie hwig wig

(12)

b) Fiir elektrische Dipoliibergénge benotigen wir Al = +1 und Am = 0, £1:

s - n=11=0m=0
2p - n=21=1,m=0,%1

Der Ubergang 2p — 1s erfiillt somit immer die Auswahlregeln.




Wir verwenden nun wieder die Dipolndherung um die Wahrscheinlichkeiten
fiir Ubergiinge zu beschreiben. Die Wahrscheinlichkeit eines spontanen Uber-
gangs von einem Zustand k mit Energie Ej in einen Zustand j mit Energie
E; wird durch den Einsteinkoeflizienten Aj; beschrieben.

2
e 1
Api = —— —— w3
77 3meg hed K

|171k) (13)

mit wy; = (Ey — Ej)/h und (j|r|k) dem Matrixelement des Ortsoperators 7.
Zunéchst berechnen wir das Matrixelement:

Glik) = / Rox (r)r Raordr / Yi,, (0, ) Yoo (9, 0)d2
0

> 3 2 4 [T 4 —r3p
~ Ro1(r)Rygrodr = ——ap rre /By
/0 NoTa
2 ., 4

5
—as ———ap = 1.29a
V2a B (3/2)57F "

X ap

Das Matrixelement fiir zwei Zustdnde im Wasserstoffatom ist allgemein von
der Grofsenordnung des Bohrschen Atomradius ap.

Nun berechnen wir die Freqeunz des Ubergangs und driicken das Ergebnis
durch « aus. Die Frequenz des Ubergangs ist gegeben durch

wrj = (Ex — Ej)/h

wobei fiir die Energie gilt

Damit ergibt sich:

me? 1
= (By, — Ep)h=——"0 . (Z_1
Whi (Eap = Bns)/ 212 (drreg)?2 (4 )

me* Jac ac

3
§2ﬁ2(47'r60)2 ~ 8ap ap

. 2 .

Mit ap = 29" und ac = —%— kann das dann oben eingesetzt werden und
me 4meghe

man erhélt

L

2 1 2
A o~ E ac ) 3,42
ki .
7 371'60 hCS ap ki”B
e2

2 3
= ———afwp; = W,
4meghc 7 J
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) Die Wellenldange des von einem bewegten Atom emittierten Licht ist durch
den Doppler-Effekt verschoben. Da sich auch die Atome eines heiffen Gases
noch nicht relativistisch schnell bewegen, kann die Verschiebung als

A= (14 %‘”) (14)

geschrieben werden, wobei v, die longitudinale Komponente der Bewegung
ist. Da v, << c ergibt sich die Frequenzverschiebung zu

V:V(l—v—x) (15)

C

Die Maxwellverteilung der Geschwindigkeiten der Gas-Atome ist

M 2
dN (v) = Ny exp (‘2/{;}%) dv, (16)

wobei M die Atomasse ist. Durch Einsetzen der obigen Gleichungen erhélt
man die Intensitdt pro Frequenzintervall:

N I

Die Halbwertsbreite betragt

2w [2ETIn2 2o [2kTIn2
v c M ap M (18)

Einsetzen der Konstanten liefert folgende Ergebnisse:

A
Aw=259-10"Hz und =2 =6.26-10"°
wkj

3. Lebensdauer und Linienbreite

a)

Die mittlere Lebensdauer des H(2p)-Zustands betragt 7 = 1.6ns. Berechnen
Sie die natiirliche Breite fiir die Lyman-a-Linie (2p — 1s) und vergleichen Sie
diese mit der Doppler-Breite bei Zimmertemperatur.

Hinweis: Die Intensititsverteilung um die Frequenz vy aufgrund des Doppler-
effekts ist gegeben durch

2 2
mes (v — 1)

I = I T T a——
i = ey (L)
Vergleichen Sie die sich aus 1. ergebenden Breiten der Linie (2p — 1s) mit der
Hyperfeinstrukturaufspaltung (HFS) des Wasserstoffgrundzustands, die durch
die Wellenlédnge A = 21.1cm zwischen den beiden F-Zustanden charakterisiert




ist. Welche Temperatur mufs erreicht werden, damit die HFS von einem idea-
len Spektrometer aufgelost werden kann?

Hinweis: Vernachlissigen Sie hierbei die Hyperfeinstruktur der 2p Energieni-
veaus

Losung:
a) Der Zusammenhang zwischen der natiirlichen Breite der Lyman-a-Linie und

der Lebensdauer des H(2p)-Zustandes ist gegeben durch

1
Avpat = - ~ 100MHz

Aus der Intensitatsverteilung des Dopplereffekts ergibt sich

kT
Algopp = %\/81112% (19)
~ 30.1GHz = 301 - Avias (20)

b) Beim Ubergang von 2p zu 1s, kénnen wir bei hinreichend guter Auflésung 2
Linien erkennen, jeweils fiir /¥ = 0 und F' = 1 der HFS des 1s Energienive-
aus. Damit die Hyperfeinstrukturaufspaltung aufgelést werden kann, mufs die
Dopplerverbreiterung kleiner sein als der Abstand zwischen den beiden Lini-
en (2lcm). vy = v(2p — 1s), was man leicht mit der iiblichen Rydbergformel

bestimmen kann:
kgT
W /sme B2 < Ay (21)
c m

mec? Av\?
T < — 22
- — 8In2kp ( 12 ) ( )
~ 0.65K (23)

4. Matrixelemente

a) Der 2! P;-Ubergang in Helium hat eine Lebensdauer von 7 = 0.5-10~%. Wie ist
das Verzweigungsverhiltnis zwischen dem (2p-1s)- und dem (2p-2s)-Ubergang,
wenn Sie annehmen, dass die beiden Ubergéinge das gleiche Matrixelement
haben?

Hinweis: Eapas = 0.602¢V und Fapis = 21.07eV

b) Wie grof miisste das Verhéltnis der beiden Matrixelemente sein, damit beide
Ubergiinge gleich stark sind?

c¢) Wie wiirde sich die Lebensdauer verindern, wenn der (2p-1s)-Ubergang ver-
boten wére?



Losung:

a)

Aus Az = Apyas + Agprs = 1/7 und [(2p]12s]* = |(2p|7|1s|* = [(|])[* folgt

|

1 3 3 2
7 T B S (Espas + Egprs) (|71 (24)
1 3me 1
2 03+4 3
KN R Bt B, (25)
Daraus folgt
1 Eg 2s
Aopo S — (26)
e T Eg)st + E%pls
1 E23 1s
Aoy S (27)
re T E%st + Egpls

Damit kann das Verhéaltnis berechnet werden:

A2p2s E§p2s -3
s TP _93.107%% (28)
AZP E%sz + Egpls
A2p15 Egpls

= 2 99.9977% (29)
A2p ESsz + Eg)pls

Damit die Verzweigungsverhéltnisse gleich stark sind, miissen die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten gleich grofs sein. Setzt man diese gleich, folgt

| |
%WESI)QS [(2p|F128)> = %WES})M |(2p|7|Ls)[? (30)
3/2
IRLCTE TR (31)
|(2p|71s)] Eg’ﬁs '

Damit der 2p2s-Ubergang genauso wahrscheinlich ist wie der 2pls-Ubergang,
muss dessen Matrixelement also ungefdhr 200-mal grosser sein.

Wenn der (2p-1s)-Ubergang verboten ist, gilt

3
T, und A 1 E2p28
neuw — 5, 2p2s — — 13, 3
Asp2s T Epos + Espi
woraus folgt, dass
E3 ., + E3
2p2 2pl _
Tneu:Tips P25 ~2.1-10 5S

3
E2p28

d.h. der Zustand wire metastabil.

7




5. Ubergiinge im Wasserstoffatom
Ein Wasserstoffatom befindet sich im angeregten Zustand 2p und geht durch spon-
tane Emission eines Photons in den Grundzustand 1s tiber.

a)

Berechnen Sie den Einsteinkoeffizienten fiir diesen Ubergang fiir den Fall eines
linear polarisierten Photons.
Hinweise: Wy, () = Rui(1)Yim, (Y, ),
— _2 ,—r/ao — 1 —r/(2a0)
Rio(r) ag/Qe . Roi(r) N re )

Yoo(d9) = =, Yio(d, ) = /4% cos,

|
n—or __ .
Jdrrtem T =
0

Die mittlere Lebensdauer des 2p-Zustands betrdgt 7 = 1.6 ns. Berechnen Sie
die natiirliche Breite fiir die Lyman-a-Linie (2p — 1s) und vergleichen Sie
diese mit der Doppler-Breite bei Zimmertemperatur.

Vergleichen Sie die sich aus b) ergebenden Breiten der Lyman-a-Linie (2p —
1s) mit der Hyperfeinstrukturaufspaltung (HFS) des Wasserstoffgrundzustan-
des, die durch die Wellenlange A = 21.1 cm zwischen den beiden F-Zustédnden
charakterisiert ist. Welche Temperatur muss erreicht werden, damit die HFS
von einem idealen Spektrometer aufgelost werden kann?

Hinweis: Vernachlassigen Sie hierbei die Hyperfeinstruktur der 2p Energieni-
veaus

Wie groff sind Ubergangswahrscheinlichkeit und natiirliche Linienbreite des
Ubergangs 3s — 2p im Wasserstoffatom, wenn die Lebensdauer der Zusténde
7(3s) = 23 ns und 7(2p) = 2.1 us betragen?

Losung

a) Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist gem#f der Vorlesung gegeben durch

2,3
_ 2 e wy, ,k’2
3€oc3h !

ik

Der 2p-Zustand besitzt drei entartete m-Komponenten (m = 0, +1), da es
sich jedoch laut Aufgabenstellung hier um ein linear polarisiertes Photon
handelt, kénnen wir uns auf m = 0 beschrinken.

Zunéachst berechnen wir die einzelnen Komponenten des Matrixelements

IMir|* = (Ma)s + (M) + (Mig)?

mit Hilfe von Kugelkoordinaten.




Man erhalt

/drr Rio(r)Rai (r /dg@smgp/dﬁsm Yoo (%, ) Y10(F, ) =0
0 =0
[e’e) 27 T
(Mi)y = [ dri*Buo(r)Ra(v) [ dpcosep [ dvsin 0¥on(0, )Y (0. 0) =0
0 0 0
=0
(Mik). = /drr?’Rlo(r)Rzl(T)/dgo/dﬁsinﬁcosﬁYoo(ﬁ,(p)Y10(19,<p) =
0
7 .0 15/2
= 2\[126%/(17,7,4@3a/d1951n19005 Y= 235 aop
0 0
=41(2a0/3)5 =2/3

Wir benétigen nun nur noch die Kreisfrequenz w;;, des emittierten Photons,
welche sich mit Hilfe der Balmerformel fiir n = 1 und m = 2

11
E:M:Ry*(2—2> :%Ry* = w=27-247-10" Hz
n m

berechnen lésst (Feinstruktur etc. kann hier vernachlissigt werden). Fiir die
Ubergangswahrscheinlichkeit erhalten wir letztendlich
29 62a0

3 9 —1
e Ry = 6.25-10

A, =

b) Der Zusammenhang zwischen der natiirlichen Breite der Lyman-a-Linie und
der Lebensdauer 7 des 2p-Zustandes ist gegeben durch

1
Aljnat = % = 100 MHz.

Fiir die Doppler-Verbreiterung ergibt sich geméfs der Formel aus der Vorle-
sung bei T' = 293 K und der Frequenz v die in a) berechnet wurde

81n 2kpT
Avp = 20 [EREBE 301 GHz ~ 300 - Avgas.
C my




c¢) Beim Ubergang 2p — 1s, kénnen wir bei hinreichend guter Auflésung zwei
Linien erkennen, jeweils fir F = 0 und F = 1 der HFS des 1s Energienive-
aus. Damit die HFS aufgel6st werden kann, muss die Doppler-Verbreiterung
kleiner sein als der Abstand zwischen den beiden Linien.

81n 2kpT 2 AV 2
W (2B A, o < THE 2V 66 K.
C my 81n QkB [40]

d) Der 3s-Zustand kann nur in den 2p-Zustand zerfallen. Deshalb ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir diesen Ubergang

A = =43-10" s,

7(3s)
Die natiirliche Linienbreite ist

A LI N
Vnat =
T or \r(3s) | T(2p)
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