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Ubung 1 - Musterldsung

1. Freie Wellenpakete (**)

a) Betrachten Sie ein Elektron, das sich mit dem Impuls p = hk in z-Richtung
bewegt. Wie lautet die zugehorige Wellenfunktion (¢, z)?

b) Bestimmen Sie die Phasengeschwindigkeit der Elektronenwelle aus a), indem
Sie eine Stelle fester Phase im Laufe der Zeit durch den Raum verfolgen. Wie
verhilt sich die Phasengeschwindigkeit vp, der Welle zur Geschwindigkeit
vr = p/m des Elektrons?

¢) Betrachten Sie nun ein Elektron, dessen Wellenfunktion durch eine kontinu-
ierliche Uberlagerung von ebenen Wellen der Form

1 i —i(w —kx
Y(t,x) = E/ dk A(k)e (w(k)t—kz)

gegeben ist. Dabei sollen alle vorkommenden Wellenzahlen in dem Intervall
[ko — Ak, ko + AK] liegen und gleich stark beitragen, d.h. A(k) = Ay = const.
Berechnen Sie die Wellenfunktion zum Zeitpunkt ¢ = 0.

d) Bei der Berechnung der Wellenfunktion des Elektrons aus c) fiir einen allge-
meinen Zeitpunkt macht der nichtlineare Term w(k) im Exponenten Proble-
me. Um 9 (t, z) ndherungsweise zu bestimmen, entwicklen Sie w(k) um kg bis
zur linearen Ordnung. Berechnen Sie nun das gendherte Integral fiir ¢ (¢, x).

Lo6sung

a) Die (nicht-normierte) Wellenfunktion zu einem eindeutig bestimmten Impuls
p ist die ebene Welle

(w) =€
mit k = p/h. Ihre (freie) zeitliche Entwicklung ist
w(t’ SL’) — efi(w(k)tfk:p)

mit w = E/h und E = p?/(2m), also w(k) = hk?/(2m).

Insgesamt ergibt sich also

2
Ik t—kr)

¢(tv l‘) = e_i<2m




b)

d)

Konstante Phase bedeutet

hk? k
—+t—kx =const. = x = —1t++ const..
2m 2m

Die Phasengeschwindigkeit erhélt man durch Differentiation nach der Zeit

. hk p 1
B s T R
Die Phasengeschwindigkeit der Welle mit dem Impuls p ist also die Halfte
der Geschwindigkeit, die ein klassischen Teilchens mit diesem Impuls haben
wiirde.

Laut Aufgabenstellung ist A(k) = Ag. Somit ist das angegebene Integral zum
Zeitpunkt ¢t = 0 dann

ko+Ak

0(0,7) = / dk eih® = AO\/je‘ 0o SIMAR 1)
V2
7Tk ™ i

o—Ak

Das ist eine um = = 0 lokalisierte Ortswellenfunktion. Man beachte den
Phasenfaktor e*”  der eine momentane Geschwindigkeit des Wellenpakets
mit vy = po/m = hko/m bewirkt.

Wie in Teil a) gezeigt, lautet die Dispersionsrelation w(k) = hk*/(2m). Die
Linearisierung um k = kg liefert
dw 9
k=ko
hki  hko
%_‘_F(k kO) = w0+w6(k_k0)'

Somit kann man nun die Wellenfunktion fiir einen beliebigen Zeitpunkt ap-
proximativ berechnen.

ko+Ak

¢(t, .T) — AO / dk efi[(w0+w6(kfko))t7kx] —
2
—Ak
ko+Ak
— ﬁe_iwoteiwé)k()t dk’ e IUJOt lL‘)k‘
ko—Ak
= =2 ﬂwote‘wokot 1 [efi(w(')tfm)k} ko+Ak _
(Wot - 13) 0—Ak

_ 2 i(wot—kox) SIN[AK (Wt — )]

o wyt — o )




2. Linienspektren (**)
Sie beobachten zwei Linienspektren von Ein-Elektron-Systemen. Sie messen jeweils
die drei grofiten und die kleinste Wellenlénge einer Serie.

Serie 1 [nm] | Serie 2 [nm]
468.135 484.282
320.012 250.964
273.072 173.271
204.854 23.332

a) Um welche Systeme handelt es sich (beobachtetes Element und Grundzustand
der beobachteten Serie)?

b) Welche Uberginge wurden beobachtet?

L6sung

In Ein-Elektron-Systemen kann die Ubergangsenergie (in eV) zwischen zwei
Zusténden mit den Hauptquantenzahlen n; und ny, durch die Formel

AE = Ry*. 72 (i—i)

ni  nj

beschrieben werden. Ry* = 13.6 eV ist dabei die lonisierungsenergie des Was-
serstoffatoms. Um die Aufgabe zu l6sen werden nur die kiirzeste und die ldngste
Wellenldnge benétigt. Seien im Folgenden n; der Grundzustand, ny ein Zustand
dariiber und alle Energien in eV.

a) Fiir die lonisierungsenergie (gegeben durch die kiirzeste Wellenlidnge) gilt
he/Amin = Fron = Ry* - Z%/n? und somit

Ry*
EIon '

n1:Z

Des Weiteren gilt fiir die Ubergangsenergie AE von ny = ny + 1 nach ny
(gegeben durch die lingste Wellenlidnge)

he

)\max

1 1
=AE=Ry*7* |5 - ——|.
' {n% <n1+1)2}

Aus den beiden obigen Gleichungen erhélt man

| Ry* | Ry*
7 l=x74y/ ————.
Elon i EIon - AE




Durch Auflésen nach Z erhilt man (nur das positive Vorzeichen macht hier

Sinn)
7 Ry* B Ry*
- EIon — AFE EIon

erhdlt man fiir Serie 1 Z ~ 2 (Helium) und fiir Serie 2 Z ~ 79 (Gold).

-1

b) Setzt man nun die gefundenen Ordnungszahlen in die erste Formel aus a) ein
so erhélt man fiir Serie 1 ny ~ 3 (Ubergang 4 — 3) und fiir Serie 2 n; ~ 40
(Ubergang 41 — 40).

3. Ortswellenfunktion, Wahrscheinlichkeitsinterpretation (*)
Die quantenmechanische Wellenfunktion eines Teilchens sei gegeben durch

=]

(x) = Nxe @z,

a) Bestimmen Sie den Normierungsfaktor N so, dass die Wellenfunktion auf Eins

normiert ist, d.h. dass
o0

[ do ) =1

—00

gilt und begriinden Sie die Notwendigkeit von normierten Wellenfunktionen
fiir die Wahrscheinlichkeitsinterpretation in der Quantenmechanik. Welche
Einheit hat die Wellenfunktion?

b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit das Teilchen am Ort = 0 zu finden?
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit das Teilchen im Intervall [—1/a, 1/a] zu
finden?

Hinweis: 2"e™* = (—d/da)"e™".

Losung
a) Fir das Integral iiber das Betragsquadrat der Wellenfunktion erhélt man
o) 0o 0o 00 d2
/dx ()] = /dx N2g2e—alzl — 2N2/ de z?e ™ = 2N2/dx pe"” =
a
o e 0 )
d? r d2 1 00 d2 1
=2N?— [ dz e ™ =2N?— |——e | =2N?’—-=
da2] ¢ da? { a’ L da? a
0
4N2 | a3/2
=——=1 = N=—.
a? 2




Die (bis auf einen konstanten Phasenfaktor) normierte Wellenfunktion lautet

somit
a ||

Y(x) = Tme_QT.

Der Normierungsfaktor ist notwendig um (wie in der Vorlesung erwéhnt)
()| als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren zu kénnen. Uber den ge-
samten Raum intergriert muss sie Eins ergeben, da sich das mit ihr assoziierte
Teilchen irgendwo im Raum befinden muss.

Da |¢)(x)|* eine eindimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte mit der Dimensi-
on 1/m ist, muss ¢(x) selbst die Dimension 1/y/m haben.

b) Die Wahrscheinlichkeit das Teilchen exakt an einem gegebenen Ort zu finden
ist Null. Die Wahrscheinlichkeit P das Teilchen im Intervall [—1/a,1/a] zu

finden ist
1/a
21 Ya 1\ a1
P = d 2o =92N?— |—Ze™ ™| =92N?[1-Z2)—==
/ = [$(@) daQ{ a L ( e) da?a
—-1/a

1\ 2 a’ 1\ 2 1
=2N?*(1-=-)==2—(1--) = =1—--~0.63.
< e>a3 4( e)a3 e 0.63

4. Potentialkasten (*)
Ein kraftefreies Teilchen befinde sich in einem Potential

V() =

o0 sonst

. “ a
{O fir —5<zr<g

in einem seiner stationdren Zustiande

a) Zeigen Sie, dass diese Zustdnde normiert sind und bestimmen sie die Energie-
eigenwerte F,. Welche Energie ist nétig um ein Elektron, das sich in einem
Potentialkasten der Breite 1 nm befindet, vom Grundzustand in den zweiten
angeregten Zustand anzuregen.

Hinweis: Masse des Elektrons m, = 9.11-1073! kg = 511 keV /c?

b) Berechnen Sie den Erwartungswert des Ortes x und des Impulsoperators p
fiir die stationéren Zustdnde und interpretieren Sie die Ergebnisse.

¢) Berechnen Sie die Energieunschirfe AH fiir die stationiren Zustéinde und
interpretieren Sie das Ergebnis.



d) Nehmen Sie nun an, das Potential hétte eine endliche Hohe. Was bedeutet
dies qualitativ fiir das Teilchen?

sin(2azx) =«
—— + - + const..

Hinweis: / dz cos®(ar) = 1 5
a

Losung

a) Fiir das Integral tiber das Betragsquadrat der Wellenfunktion ergibt sich

) a/2 a/2
2 4
/dl’ |on(2)? = = / dz cos® (—mm> = —/dx cos’ (—mm) =
a a a a
—00 —a/2 0
: a/2
4 |sin (22rz) L8 4 (sin(nm) Lo da
Ca| 4 2| e\ 4% 4] a4

Die stationédren Zusténde ¢, (z) sind also normiert.
Die Schrodinger-Gleichung im interessierenden Bereich [—a/2, a/2] lautet

- __g@n(x) = Enpn(2).

Setzt man die stationidren Zustande ein erhilt man

h? n?r? \/5 nwx 2 nmx
— — oS (—) = FE,,\/ — cos (—) i
2m a? a a a a

Die Eigenenergien lauten somit

h2n2m?
En = B = n2E1.
2ma

mit der sog. Nullpunktsenergie E;. Die notwendige Anregungsenergie fiir das
Elektron betrégt

E3 — El = 8E1 = 3.00 eV.

b) Fiir den Erwartungswert des Ortes gilt

o a/2
() = / 0z o (2)zpn(z) = / 4 lipn(z) > = 0.
—00 —a/2




Fiir den Erwartungswert des Impulsoperators gilt

() = ]O s i) (=ins) o) =

—00
a/2

= —ih% / dx cos (?) %COS (?) =

—a/2

a/2
2
= ihL;T dx cos (@> sin (@> = 0.
a a a
—a/2

Der Erwartungswert des Ortes liegt natiirlich in der Mitte des Potentialkas-
tens. Dass der Erwartungswert des Impulses verschwindet wird ersichtlich
wenn man sich iiberlegt, dass sich das Teilchen im Potentialkasten in beide
Richtungen bewegen kann. Zu jedem Impuls in positive x-Richtung gibt es
auch einen Impuls in negative z-Richtung. Der Erwartungswert muss also
dementsprechend verschwinden.

c¢) Die Energieunschérfe AH ist gegeben durch

af = ()~ (&)’

Fiir die Erwartungswerte von H und H? erhilt man

a/2
2 K2 d (mm) d? <n7m:)
= ——— T COS CoS =
a?2m a / dx? a
—a/2
a/2
_2m (@)22/ do cos? ("22) = 20 (@)222 _
a2m \ a a a2m \ a 4
0
h2n2m?




a/2
2R d <n7r:v) d4 (nmz) _
— 3 z cos (—= ) T cos (— ) =
—a/2

a/2

2 Bt /nm\4 nwx 2 B /nm\4 _a
R () () - 2
a 4m? ( a ) / voeos a adm? \ a 4

0

N
 4m2at \ 2ma? S

Die Energieunschérfe lautet somit

s = (i)~ (5)' = VE=E =0

Die Energieunschérfe verschwindet natiirlich, da die stationdren Zusténde Ei-
genzustdnde des Hamilton-Operators sind. Die Energie ist also scharf mess-
bar.

d) Die Teilchen kénnen nun etwas in den Bereich aufierhalb des Kastens ein-
dringen, dadurch dndert sich die Wellenfunktion. Die vorherigen Randbedin-
gungen @, (—a/2) = pu(a/2) = 0 gelten nicht mehr. Die Wellenlédnge wird
grofer und damit die Energien kleiner.

5. Potentialbarriere (***)

Ein Teilchen mit Masse m und kinetischer Energie F < V; trifft von links auf eine
Potentialbarriere der Form

Vo fir0<zx<a
0  sonst '

V(z) =VyO(2)B0(a — x) = {

mit Vg > 0.
a) Wie lautet der Ansatz fiir die Wellenfunktion v (z)? Uberlegen Sie sich dazu
auch die physikalischen Randebedingungen, also aus welchen Anteilen die in

den einzelnen Bereichen auftretenden Losungen bestehen konnen. Skizzieren
Sie das Potential und die Wellenfunktion.

b) Ermitteln Sie die Bestimmungsgleichungen fiir die in der Wellenfunktion auf-
tretenden Koeffizienten aus der Bedingung, dass die Wellenfunktion stetig



c)

differenzierbar sein soll. Sie sollen diese Bestimmungsgleichungen nicht 16sen!

Wie nennt man den hier auftretenden Effekt der sich aus der Wellenfunktion
erkennen lasst? Erklaren Sie diesen Effekt kurz.

Gehen Sie nun vom Fall a — oo aus. Aus der Potentialbarriere wird somit eine

Potentialschwelle
0 firz<0
V(z) = V,0(z) = sy
Vo firx>0
d) Wie lautet nun der Losungsansatz? Bestimmen Sie die dabei auftretenden

Koeffizienten und bestimmen Sie die Reflexionswahrscheinlichkeit R fiir den
Fall £ =Vj/2.

Hinweis: Die Resultate aus c¢) konnten niitzlich sein. Die Reflexionswahr-
scheinlichkeit R ist das Betragsquadrat der Amplitude der reflektierten Welle.

Wie lautet der Losungsansatz fiir den Fall E > V7 Was hat sich nun effektiv
gedndert? Bestimmen Sie die Reflexions- R und die Transmissionswahrschein-
lichkeit T fiir den Fall E' = 9V;/5 und zeigen Sie dass R+ T =1 gilt.
Hinweis: Die Transmissionswahrscheinlichkeit ist das Betragsquadrat der Am-
plitude der transmittierten Welle multipliziert mit dem Quotient aus dem
Wellenvektor der transmittierten Welle und dem Wellenvektor der reflektier-
ten Welle.

Lo6sung

a) In Bereich I (z < 0) lautet die Schrodinger-Gleichung

h2 d2 h2k2
— 5 atile) = Bdi() = 5 —t(@),

bzw. umgeformt

' (z) 4+ k() = 0,
mit Wellenvektor k£ = v2m£E/h > 0. Die Losungen dieser DGL sind von der
Form . '
@Z)I(x) — Aelkm _{_pe—ﬂcz‘
Dabei handelt es sich um eine einfallende Welle mit Amplitude A, wobei man
0.B.d.A. A =1 wiéhlen kann, und eine reflektierte Welle mit Amplitude p.
In Bereich I (0 < x < a) lautet die Schrodinger-Gleichung

2 2 21.2
o () + Vi) = Bi(a) =

Y (z),

2m

bzw. umgeformt

i(x) — k*u(x) =0,

mit Wellenvektor k = /2m(Vy — E)/h > 0.




Die Losungen dieser DGL sind von der Form
Yi(r) = Be™ + Ce™"*.

In Bereich III (z > a) ist die Schrodinger-Gleichung analog zu Bereich I
(x < 0), die Losung ist daher von der Form

wHI(x) — Teik(:efa) + Defik(xfa)

mit dem selben Wellenvektor k£ wie in Bereich I. Der Koeffizient D muss hier
gleich Null sein, da sich sonst das Teilchen auch von rechts an die Barriere
anndhern wiirde. Hier handelt es sich also nur noch um eine transmittierte
Welle, die an der Stelle x = a gerade die volle Amplitude 7 besitzt.
Insgesamt erhilt man also als Ansatz fiir die Wellenfunktion

ek 4 pe7kT iy x < 0
Y(x) = Be® +Ce ™ fir0<z<a.

ik(z—a)

Te fir z > a

AN/
\/ \/4_3_.%0\/ -

0 a

An der Stelle x = 0 muss ¥1(0) = ¥(0) und ¢7(0) = ¢{;(0) gelten. Man
erhélt somit die 2 Gleichungen

l1+p = B+C
ik(l—p) = —k(B-0C).

An der Stelle x = a muss ¢y(a) = ¥m(a) und Y (a) = Y (a) gelten. Man
erhélt somit die 2 Gleichungen

Be ™™ 4 Ce™ = r1
—kBe " + gCe™ = ikT.

Es handelt sich hierbei um den Tunneleffekt. Teilchen mit der Energie F
konnen mit einer von Null verschiedenen Wahrscheinlichkeit in Potentialbe-
reiche Vy > F eindringen und diese sogar durchtunneln, was aus klassischer
Sicht nicht moglich wire.
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d) Hier miissen nur noch zwei Bereiche betrachtet werden. Fiir Bereich I (x < 0)
lautet die Losung analog zu c)

Q/JI(x) — Aeika: _|_Be—ika:

mit Wellenvektor k = v2mE/h > 0. Auch hier wihlen wir 0.B.d.A. A = 1.
Im Bereich IT (z > 0) lautet die Losung analog zu c)

() = Ce™ + De™"*

mit Wellenvektor k = /2m(Vp — E)/h > 0. Aufgrund der Normierungsbe-
dingung muss C' = 0 sein, da sonst ¢y(x) fiir + — oo divergieren wiirde.
Zusammenfassend erhalten wir also

ef? 1 Be kT fijr 1 < ()
Y(z) = {

De™r® firz >0

EjE
ANA -

VARV
E A
- B
X
A=B O

Aus den Anschluss- und Stetigkeitsbedingungen erhalten wir analog zu c)
das Gleichungssystem

1+4B = D
ik(1-B) = —kD.

Daraus erhalt man mit

v _2m(W—E)/h _ Vo

k V2mE/h VE
fiir die Koeflizienten B und D
B - 1-+/1-Vo/E

14++/1-Vo/E
-2
1++4/1-Vo/E "

D =

11




Die Reflexionswahrscheinlichkeit R fiir den Fall E = V4/2 ist nun gegeben

durch )
R_’B’2_1—\/1—2 =i
1+v1I-2 1+i

Die einfallende Welle wird also vollstandig reflektiert. Trotzdem gibt es eine
von Null verschiedene Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Welle in der Barrie-
re.

Fiir den Fall E > V; ist die Wellenfunktion in Bereich 1 (xz < 0) dieselbe
wie davor (auch in diesem Fall gibt es einen reflektierten Anteil). In Be-
reich II (z > 0) jedoch ist die Wellenfunktion nun nicht mehr exponentiell
abfallend sondern besteht aus einer transmittierten Welle mit Wellenvektor

k' = +/2m(E — V) /h. Die Wellenfunktion lautet also insgesamt

e*r + Be R fiir x < 0
-]

Delk'e firx >0

<:,
C
)
!

Fiir die Koeffizienten B und D erhalten wir die selben Ausdriicke wie in d),
nur sind die Wurzeln hier reell. Fir £ = 9V /5 ergibt sich die Reflexions-
wahrscheinlichkeit

2
R=|Bp = |\ V10 —’1—/32—i
1++1-5/9 5/3 25
und die Transmissionswahrscheinlichkeit
/ 2
T:’f_|D,2: Jyov 2 :2‘1 _ M
k 911++1-5/9 315/3 25

Es gilt also R+ T = 1 wie es die Energieerhaltung fordert.
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6. Streuung und Interferenz (**)
Wir betrachten die (quantenmechanische) Streuung von roten und griinen Teilchen
aneinander. Die Streuamplitude fiir ein unter dem Winkel 6 gestreutes Teilchen
laute f(0).

Detektor D Detektor D
7 2D
-6
6
Quelle 1 6 Quelle 2 Quelle 1 Quelle 2

Bereich der

Bereich der Wechselwirkung

Wechselwirkung

a) Wie grof} ist die Gesamtstreuwahrscheinlichkeit (also die Wahrscheinlichkeit,
dass ein rotes oder griines Teilchen im Detektor D detektiert wird), wenn rote
an griinen Teilchen streuen?

Nehmen Sie von nun ab an, dass die Teilchen entweder Fermionen oder Bosonen
sein konnen.

b) Wie grof} ist dann jeweils die Gesamtstreuwahrscheinlichkeit, wenn gleichfar-
bige aneinander gestreut werden? Beachten Sie die Teilchenaustauschsymme-
trie!

c) Welche Streuwahrscheinlichkeit ergibt sich jeweils fiir Streuung unter 6 = 90°?7

Losung

a) Rot und griin sollen hier stellvertretend fiir verschiedene Quantenzahlen ste-
hen, also z.B. fiir die z-Komponente des Spins: Spin up und Spin down.
Die Wellenfunktion der Streuung zweier unterscheidbarer Teilchen ist fiir
grofles r allgemein gegeben durch

elkr

Y oc e 4+ £(0) .

d.h. durch eine einlaufende ebene Welle und eine auslaufende Kugelwelle.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist dann

do

o= £ (0)

und damit proportional zur Streuwahrscheinlichkeit.
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Es gibt zwei Moglichkeiten, wie ein gestreutes Teilchen in den Detektor D gelangen

kann:

i)
i)

Teilchen 1 wird an Teilchen 2 um den Winkel 6 gestreut.

Teilchen 2 wird an Teilchen 1 um den Winkel m — 6 gestreut.

Da das rote Teilchen vom griinen Teilchen unterscheidbar ist, lautet die Gesamt-
streuwahrscheinlichkeit

b)

P=P+P=[fO) +|f(x—0)

Bosonen sind iiber ihr Verhalten unter Teilchenaustausch (hier Austausch
der Teilchenkoordinaten) definiert. Dabeil muss die (Zweiteilchen-) Wellen-
funktion fiir Bosonen total symmetrisch (¢(7y, r2) = (73, 7)) und die Wel-
lenfunktion fiir Fermionen total antisymmetrisch (¢(ry,15) = —(ry, 1))
sein.

Bei der Streuung zweier ununterscheidbarer Teilchen bedeutet der Austausch
der zwei Teilchenkoordinaten Vorzeichenaustausch der relativen Koordinate,
dh z,y,z - —x,—y,—zbzw. r - r, 0 - 7 —0, p - 7+ . Damit ist die
symmetrisierte Wellenfunktion

et kr

Y oc e £e 4 (f(0)  f(mr —0))

r

und der differentielle Wirkungsquerschnitt ist daher

do

= 1£(0) & fr - )P

Das '+’ gilt fiir Bosonen und das '—’ fiir Fermionen. Aufgrund der Unun-

terscheidbarkeit der jeweils gleichfarbigen Teilchen tritt also ein zusétzlicher
Interferenzterm I auf

P=P+P+l=[f0) £ f(x=0)" = [fO) +|f(x —O)F £1
wobei auch hier das '+’ fiir Bosonen und das '—’ fiir Fermionen gilt.

Fiir Bosonen gilt

P=|f(n/2) + f(r/2)]" = 4]f(7/2)[

und fiir Fermionen gilt

P=|f(r/2) - f(r/2)]” =0
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