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1. Zirkular polarisierte Welle

Eine im Vakuum in x-Richtung laufende, zirkular polarisierte Welle wird durch das elek-
trische Feld:
E(r,t) = R[f(z — ct)(€y + i€,)] (0.1)

beschrieben werden, wobei €, . Einheitsvektoren in y- und z-Richtung sind und f eine
beliebige komplexwertige Funktion darstellt.

Ermitteln sie aus den Maxwell-Gleichungen das zugehorige Magnetfeld. Berechnen sie die
Energiedichte und die Energiestromdichte S(7,t).

Losung:
E(rt) = R[f (v — ct)(&, + ie2)] = Rf (v — ct)&, — S[f (x — ct)]e. (0.2)

Aus den Maxwellgleichungen folgt:
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VxE=--B VxE=]| S(f'(zx—-ct)) (0.3)
¢ R(f'(x — ct))
= B,=0—B,=c=0 (0.4)
= B, = —c3(f'(x — ct)) — By = S(f(z — ct)) (0.5
= B, = —R[f'(x —ct)] = B. = Rf(z — ct) (0.6)
also insgesamt:
B = (f(x —ct)é, + Rf(z — ct)&,) = R(f(x — ct)(&, — i&,)) (0.7)
Energiedichte: D= E,ﬁ =B
u(ft) = —(BD — #B) = S(EE +BP) = 2 (2 + /D) = — |2 (08)
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Energiestromdichte
S=CSFExH=[EH - E.H)e = —|f|% (0.9)
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gemittelte Energiestromdichte:
§ =P (0.10)
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2. Brechung einer elektromagnetischen Welle

Eine ebene Welle der Frequenz w falle senkrecht auf die in der nebenstehenden Abbil-
dung gezeigte Zwischenschicht. Die Brechungsindizes der nichtmagnetischen Medien (ohne
Oberflachenladung und Strémen) seien nq, ng und ns. Die Dicke der Zwischenschicht sei
d, wihrend die anderen beiden Medien jeweils einen Halbraum ausfiillen.Berechnen sie die
Reflexions- und Transmissionskoeffizienten.
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Gehen sie dabei folgendermafien vor:

a Bestimmen sie E und ¢ - B fiir die drei Raumbereiche. Mehrfache Reflexionen und
Transmissionen werden nicht beriicksichtigt. Das dritte Medium hat in Richtung z
keine Begrenzung mehr.

b Stellen sie die Randbedingungen fiir E und B auf.
c Wie wiirden sie weiterhin vorgehen um die Transmission und Reflexion zu berechnen?
Losung:

Allgemein gilt:

fy = 2 (0.11)
C
E = Eye'br—et) (0.12)
. 1 = o
BMYECEE Z( x Ey)eikr—t) (0.13)
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a) Der Ausbreitungsort der Welle ist in 3 Bereiche eingeteilt.

z < 0: normale Welle und reflektierte Welle

—

E = Eoei(klz—wt) +E1€i(—k1z—wt) (014)

—

c¢B =ny(€, x Eo)ei(klz_“t) —ni(é; x El)ei(_k”_wt) (0.15)

0 < z < d: transmittierte und bei nsy reflektierte Welle

E — EQ@i(kQZ_Wt) +E36i(—kzz—wt) (016)

— —

cB = ny(€, x Eg)ei(kQZ_Wt) —na(€; X Eg)ei(_kQZ_m) (0.17)



z > d: transmittierte Welle

—

E = E,eitkaz=wt) (0.18)

—

cB = n3(&, x Ey)e'kszwt) (0.19)

b) Stetigkeit der E-Feld x-Komponente bei
z=0 FEoz + Ep = Ea, + E3; '
z=d ngeZde—i—ngeﬂk?d — E4x62k3d

Stetigkeit der B-Feld y-Komponente bei
z=0 np (EOCC - By = n2(E2:c - E3x)) (3)
z=d ng (szemgd — E3m€71k2d) = n3E4m€lk3d
) e ineinander einsetzen der Randbedingungen um die F; zu bestimmen.

e Berechnung des Poynting Vektors fiir einfallende, reflektierte und Transmittier-
te Welle.

° T o Seinf und R o Seinf

3. Allgemeine Losung der Wellengleichung

Zeigen sie, dass jede zweimal differenzierbare Funktion der Gestalt f(x—ct) oder f(x+ct)
die (eindimensionale, homogene) Wellengleichung 16st.

Losung:

Man nennt x & ¢t = u4. so gilt

8f_df8U_df_, an_//
2
g_ df@_icﬁ:icflii:CQf” (021)
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Damit ist die Differentialgleichung offensichtlich identisch erfillt.

4. Gauss’sches Wellenpaket

Die Amplitudenverteilung eines Wellenpakets lasse sich mit einer GauBverteilung beschrei-
ben.

L ()
A(k) = e\ V? 0.22
()= v (022
Berechnen sie die Fouriertransformierte um die Welle im Ortsraum zu betrachten. (Qua-
dratische Ergédnzung!)



Losung:
/

Akﬁ)2]ei(k’+ko)z (0.23>

1 ©
u(z,O):Ak(%)g/_oodkexp[ (

es wurde k — kg = k' verwendet.

ikoz [e's) 2 o
S / dk'e~ Garz)Hik'» (0.24)
Ak(2m)2 J—oo
_ eikoz 3 /oo dk/e_(\/g,Ak_igi’ZAk)Q_%ZQAkQ (025)
Ak(2m)z J-oo
222
= ieikoze_% (026)
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5. Ebene elektromagnetische Welle
Betrachten sie eine ebene elektromagnetische Welle im Vakuum, gegeben durch:
E(7) = By ™™ B(7) = ByelF=1) (0.27)

wobei Ey und By komplexe Grofen sein konnen. Es gilt [k| = 2.

a) Zeigen sie, dass die angegebenen Felder E und B Losungen der homogenen Maxwell-
gleichungen sind.

b) Zeigen sie, dass die Wellen transversal sind. (Was heifit das?)
Losung:

a) Die Maxwellgleichungen lauten:

(V2 — ;25:2)5:0 (0.28)
(*2—012;22)1?:0 0.29)
(0.30)
Nun miissen lediglich die Formel fiir die Wellen eingesetzt werden.
b) transversal: k- E=k-B=B-E =0
mitﬁ-E:Oundﬁ-B:Ofolgt:
k-E=k-B=0 (0.31)
Des weiteren ergibt sich aus den homogenen Maxwellgleichungen :
T x Bt 297 = (iF x By — Y By = 0.32)



—)Bo—fXEo— \/ﬁﬁXEO
7 (0.33)
— B(7.1) = SF x Boel 70 = e ;{,

E,é und % bilden ein Orthogonalsystem.

6. Ebene elektromagnetische Welle

Wir betrachten eine elektromagnetische Welle in einem Material mit reelem, negativen es
und Lo

& =1 =1 £<0,u<0

v

a) Argumentieren sie ausgehend von den Maxwellgleichungen, dass der Wellenvektor k
antiparallel zum Poynting-Vektor S der Welle steht. Die Formel aus der Vorlesung
kann dabei verwendet werden.

b) Betrachten Sie nun eine elektromagnetische Welle, die aus dem Vakuum auf eine plana-
re Grenzflache zu diesem Material trifft. Bestimmen sie mit dem Gesetz von Snellius
den Winkel, den die transmittierte Welle zur Grenzfliche bildet.

c) Die einfallende Welle sei senkrecht zur Einfallsebene polarisiert. Zeigen sie ausgehend
von den Stetigkeitsbedingungen, die an der Grenzfliche gelten, dass fiir das Ver-
héltnis der Amplituden des elektrischen Feldes der einfallenden und transmittierten

Welle gilt:
E 2 cos b;
ot o8 (0.34)
Eoi cos 0; — i n3 — sin?6;
Losung:



a) Im Medium breitet sich die Welle laut der Maxwell'schen Gleichungen aus. Die Welle wird dann
wie folgt dargestellt:

E = Epe™* it ynd B = £ (k x E) elkx-it (19)
[

Der zeitlich gemittelte Poynting-Vektor S ans dem Skript:

S —sign(u(u)) 5/ S [Eol” K (20)

k ist also antiparallel zu S, da p < 0.

b) Das Snellins-Gesetz besagt
S0 _ ng

SET10K, L3
mit n, = 1 folgt:

SiNy, = — 8Inay; (22)
N2

wobei hier sehr wichtig ist, dass der resultierende Winkel negativ ist! Bei Stoffen mit negativer
Brechzahl wird ein auftreffender Lichtstrahl nicht, wie bei herkdmmlichen Stoffen, zum Lot hin
gebrochen, sondern tiber das Lot hinaus in die negative Richtung. Der Lichtstrahl befindet sich
also sowohl innerhalb als auch auflerhalb des Materials auf derselben Seite des Lots. Das inverse
Snellius’sche Gesetz fiihrt bei gekriimmten Fliachen zu einer Vertauschung von konvergenter und
divergenter Strahlfithrung, d. h., konkave Linsen biindeln, konvexe Linsen streuen.(s. Wikipedia.
Negativer Brechungsindex)

¢) Die Stetigkeitsbedingung fiir das E-Feld, mit n als den Normaleneinheitsvektor der Grenzfliche,
lautet:
(Eoi + Egp —Eg) xn =0 (23)

Fur das H-Feld ist sie:

1
[“—(k; x Boi + k, x Eg,.) — (ki x EmJ:| xn=0 (24)
3

Tmils

Da die Welle senkrecht polarisiert ist, vereinfacht sich das ganze zu:

Eoi + Eor — Egp =0 (25)
— coseay; (Ey; — Eyy) -I—\/ Eycosa, =0 (26)
H1
2FEni— Eoe
2 Eyicosa; = 13'6—1('0317 - E—zcosm)Em (27)
.”l H1 Ha
Eye 2 /€ iy o COS x; (28)
Eﬂf a WELML 2 COS by — ezl i) COS Ok
Mit dem Brechungsindex n, = —/&iz und dem Snellius-Gesetz lisst sich dies nochmals verein-
fachen: E 5
T fla COS C¥;
0t _ 1/ (29)

En" T o COS (k; + Tig [l COS (kp

Ey, 2n; cos oy 2 cos oy (30)
E - - Hi1 T T . 3 - . 1 2 ; -
01 11 COS; — —3/ Ny — My 8Sin~ oy COSQ; — -/ Mg — S @y
Hz

Wobei im letzten Schritt noch ny = 1 und g, = 1 eingesetzt wurde.



