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Aufgabe 1 - Geladene Hohlkugel

In einer Hohlkugel befindet sich zwischen den Radien 71 und r9 eine konstante Raumla-
dungsdichte p. Bestimmen Sie das elektrische Feld E(r).

Losung:

~

Es gilt bei Kugelsymmetrie, dass E(r) = E(r)é,

/ da-E = 41r’E(r) = 477/ d*rp(r) = 4T Qeing(T)
F . 1%

= E(I‘) = Qeing 773

daher:
Qeing =0 fiir r<r]
T
4
Qeing(r)= 477/ drr’p = gﬁﬂ(r‘g —r?) fiir ry <r<ry
1
4
Qeing(1)= gwp(rg’ - 7“:13) fiir re <1
somit:
0 fir r <
E g 4 — ﬁ f“
(r) 3”9("” rz) ur 7 <r <rg
4_ (r3—r}) .
3TP—m fir ro <



Aufgabe 2 - Spiegelladungen

Eine Ladung @ ist am Ort rg = (a,b,0) vor einer unendlich langen, geerdeten Winkel-
platte (Winkel 90°) fixiert, sieche Abbildung.

a) Berechnen Sie das elektrostatische Potential im Bereich > 0 und y > 0 mittels
Spiegelladungen.

b) Berechnen und interpretieren Sie die auf die Ladung wirkende Kraft.

c¢) Berechnen Sie die induzierte Oberflichenladungsdichte o auf der Winkelplatte.

Losung:

a) Mit der Methode der Spiegelladungen erhélt man sehr schnell einen Ausdruck fur
das elektrostatische Potential fiir z > 0 und y > 0, némlich als Uberlagerung einer
realen und dreier imaginérer Ladungen (wobei die doppelt gespiegelte Ladung die
Ladung +Q tragt):

D(r)= Pg,0)(r) + P(_a,—p,0)(r) + P(a,—p,0)(r) + P(_ap,0)(T)
1 1 1 1
-a| |

Ir — aé, — b&,| * v+ aé, +b&,| |r—aé,+b&,] |r+ad,— b,

b) Die Kraft auf die Ladung wird duch die drei imaginiren Ladungen erzeugt:

F=—QV [2(_4,50)(1) + Pa,-5,0)(T) + L(ap0)(T)] )

o | THa,+be,  r—a, + b8, r+aém—béy]
(a.0)

It + aé, +0&,°  |r—aé, +b8,)° |r+aé, — b,

AV F 20 4b? 4a2

o| 208, +2b8, 208,  2a&, | _ .,
1208, + 208, > 208>  |2a&,|®

ad, +b8, & éx]

es wirkt eine zum Winkel hin anziehende Kraft.



¢) An der duBeren Oberfliche des Leiters gild nach Anwendung des Gaussschen Satzes
auf V - E = 47p und der Tatsache, dass in einem Leiter die gesamte Ladung an
der Oberfliche sitzt, E = 47cé,,, also 0 = ﬁE-én = —ﬁVCD -&,. Fiir die Ladung
der x-z-Ebene folgt:

1
o(x >0, z):—EV [P (0,6,0) (T) + P(—a,-5,0)(T) + Pa,—5,0)(¥) + P(_ap,0)(r)] (a,b,0)

Q. [r—aéx—béy r+aé, +b8, T —aé,+b,

=—e, - —
Ar Y e — a8, — b8, v+ ady +08,[°  |r—aé, + b8,

r + aé, — bé, ]
- N ~ 13
r+aé, — bé
’ + T y| y=0

Q. ! (r—a)é, — b, + 26,  (v+a)é, +b&, + 26,
|

Ar Y | (2 — a)e, — b8y + 28.°  |(z 4 a)éy + b8, + 28|
(x —a)é, + bé, + z&, (x +a)é, —bé, + z&,

@ —a)e, +bey + 28 [(w+a)e, —bey + 26|

_ @b 1 1

27 [\/(:C “ a2 12 T2 V@ +a)? 1 02 R

fiir die anderen Halbebene mit o(y > 0, z) gilt eine analoge Rechnung.

Aufgabe 3 - Energie des elektrischen Feldes

Berechnen Sie die Energie W, welche in dem elektrischen Feld E(r) einer homogen
geladenen Kugel steckt. Die Kugel habe die Ladung @ und den Radius R.

Losung:

1
W= 8/d3r E(r)?

T
Vges  AmR3
/da -E=47Q
auflerhalb der Kugel:
412 Bt (1) = 47Q
Eout(r): %

1 00 21 T 1 oo M2 2

Wout: / dT/ d¢/ deEgut(T’)’l“Z sinf = — C27d1" = Q—

8 R 0 0 2 R 7"2 2R



innerhalb der Kugel:

4712 Eiy (r)= 41pV

= Bin(r)= Q5 "
2 1 RQ2r4 Q?
2 s _
Win= / dr/ d(;S/ doLE;, rsmc9—2/0 76 dr—m
3Q°
Wiot= Win + Wour =
tot + =R

Aufgabe 4 - Multipolmomente

Berechnen Sie das Monopolmoment, Dipolmoment und den Quadrupoltensor @;; der
folgenden homogen geladenen Korper:

a) Einem rotationssymmetrischen Ellipsoids mit den Halbachsen a = b und ¢
b) Einem Zylinder der Linge L und mit dem Radius R

In beiden Fillen ist das Koordinatensystem so zu wihlen, dass der Ursprung sich im
Zentrum des geladenen Korpers befindet. Die z-Achse zeige in Richtung der Symmetrie-
achse.

Losung:

a) Das Monopolmoment ist einfach die Gesamtladung

Q= /V drp(r)

3Q
plr) = 4dma?b

Das Dipolmoment verschwindet, da eine ungerade und eine gerade Funktion mit-
einander multipliziert werden:

d :/ d3rrp(r) oc/ d3rr=0
1% 1%
2

Ellipsoid: i—; + Z—z +5=1

Mit der Ladungsdichte

22 — y? — 22 3y 3xz
Qij = p/d3r(3x,;xj — rzéij = p/d3r 3zy 902 — 2 — 2 32
3xz dyz 92,2 _ y2 —r

2



Substitution: ' % y =4 =2z
Ellipsoid ist jetzt eine Elnheltskugel

&r = dx dy dz= o®c da'dy'dz’ = a®c d&3r'
da'dy'dz'= r?sin 0 dr d¢ do

x' = rsinf cos ¢ y' = rsinfsin ¢ 2 =rcosf

= Qll: p/d3T/a20(2a2x/2 — a2y/2 _ 622/2) —
27
- C/ dr/ d¢/ dfr? sin 6 (2a*r? sin® 6 cos® ¢ — a®r? sin® O sin® ¢ — ¢*r? cos” 0)

= pa’c= (—fc T+ a ir) = Bpa 2en(a® — )

27
Q22= pa c/ dr/ dgf)/ dfr?sin 6 2a Zsin? 0 sin% ¢ — a®r? sin? 0 cos® ¢ — *r? cos? 0)

= Epa 2em(a® — ¢

8
Q33= —Q11 — Q22 = 5P 2em(c? — a?)

2m
Q21= Q12 = pa c/ dr/ dqb/ dor?sin 0 3a2r sin Hsmqﬁcosqﬁ) =0

Q31=Q13=0
Q3= Q32 =0

b) Das Monopolmoment ist wieder die Ladung mit der Ladungsdichte:

plr) = WRQQL

Fiir das Dipolmoment gilt das gleiche Argument wie bei dem Ellipsoid. Fiir das
Quadrupolmoment werden Zylinderkoordinaten eingefiihrt:

dxdydz = rdrdodz T = 1Cos ¢ y = rsin¢ z2=2z

R 2 L
1 1
Q1= p/ d?“/ d¢/2 dzr(2r® cos® ¢ — r?sin® ¢ — 22) = pr LR? <R2 - L2>
. n 1T 12

Q2= Gn wegen Symmetrie

1 1
Q33= —2Q11 = prLR? <6L2 — 2R2)
Q2= Q21 = Q31 = Q13 = Q23 = Q32 =0



Aufgabe 5 - Spharische Multipolmomente

Das Potential einer Ladungsverteilung p(r) kann man mit der Formel aus der Vorlesung
nach sphérischen Multipolmomenten ¢;,,, entwickeln.

a) Gegeben sei eine sphérische Ladungsverteilung. Zeigen Sie, dass nur der Multipol
mit [ = 0 einen Beitrag liefert und berechnen Sie das Potential.

b) Bestimmen Sie das Potential eines homogen geladenen, unendlich diinnen Kreis-
rings in der x-y-Ebene mit Radius R und der Gesamtladung ¢ mittels Multipol-
entwicklung.

c) Gegeben sei die Ladungsverteilung aus vier Punktladungen ¢; = ¢ bei r; = (a,0,0),
g2 = q bei g = (—a,0,0), g3 = —¢ bei r3 = (0,a,0) und g4 = g bei 4 = (0, —a, 0).
Berechnen Sie die Multipolmomente des Systems dieser vier Ladungen allgemein.
Fiir welche Werte von (I, m) verschwinden diese nicht? Berechnen Sie das niedrigste
nichtverschwindende Multipolmoment.

Definition der Kugelflichenfunktionen:

Vin(8,0) =\ 2 [ P eos(8)e™ = Nip P (cos(6))

Losung:

a) Fiir dei Dichte gilt p(r) = p(r) und daher folgt fiir die Multipolmomente:

an= [ @ 1'Y; (6,0)0(0)
- / dr 2 p(r) / sin(6)do / A6Yin (0. DV ATV (0, 0)

1

Var

Hierbei wurde die Identitét Yoo = 1/v/4m, die Orthonormalitéit der Kugelflichenfunktionen
und die Definition der Gesamtladung Qges = 47 [ dr r%p(r) verwendet. Eingesetzt
in die Potentialformel ergibt sich das bekannte Ergebnis:

™1 o Q
_ _ ges
¢ = ;0 S Y § l‘]levlm(eagb) Ty
= m=—

= 5!05m0 V4 / dr Tl+2p(7“) = 5[05m0 Qges

b) In Kugelkoordinaten gilt fiir die Ladungsdichte des Kreisrings:

plr) = WQM@‘W ~ R (6-3)



Fiir die Multipolmomente ergibt sich:

Q ™y
Q== R [ d8 do 5 (90— 3 ) Vi (6.9)

_ Q ! ™ m ime
= =R /d9 d¢ § (9 - 2) Ny P (cos(6))e
20 + 1

= @RGmo P (0)

= QRlNlo%amOPP(o) =

27
hier wurde die Definition der Kugelflichenfunktionen verwendet. Auflerdem die
Gleichung [ dpe™? = 218,,0 und, dass gilt PP(0) = 0 fiir alle ungeraden [, somit

dn +1

47@232”135”(0), mit n € Ny
m

Qim = q2n,0 =

Eingesetzt in die Potentialformel folgt:

1 n
O =) @R E,(0)Py, (cos(9))

hier wurde wieder die Definition der Kugelflichenfunktionen verwendet.

Die Dichte besitzt nun folgenden Ausdruck in Kugelkoordinaten:

0= gyt =9 (0 5) [0+ 560 5 (o) -5 (6~ 5

Die Multipolmomente sind:

T s T T T 3T
qim= alq |:Y2m <§,0> + Y (577) —Yim (57 5) Y <27 2)}

_ aqulm]Dlm(O) (1 + €im7r o eimg o €im7>
= Ny P (0)(1+ €7 7) (1 = ™)
Die Multipolmomente verschwinden, wenn eine der beiden runden Klammern iden-

tisch Null ist/sind.
Somit:

— 1+e™ =0, dh +m € {1,3,5,...} = {2n + 1|n € Ny},
—1—-€™2 =0,dh. £m € {,4,8,..} = {4n|n € Np}.

Nicht verschwindende Momente existieren also fiir +m € {2,6,10,...} = {4n + 2|n € Np}.
Das niedrigste Moment besitzt +m = 2, daher scheiden ! = 0 und [ =1 aus.



