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. Fourierreihe der periodischen Treppenfunktion
Es sei f: R — R die 27-periodische Funktion mit

1, ze(0,m)
flx)=4-1, z€(-m0)
0, r=kmn, kel

Berechne die Komponenten j?n der Fourierreihe und schreibe die Fourierreihe explizit auf.
Hinweis: Das Ergebnis lautet Sf(x) = % (sinx + % + % + - )
Losung:
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Unter Verwendung der Definition von f erhélt man
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Beim mit % gekennzeichneten Schritt wurde substituiert (x — —x) und die Integralgrenzen
vertauscht. Damit erhélt man

fo = — (1 —cos(nx)) = 0 ke2Z
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Die Fourierreihe ergibt sich demnach zu
Sf(x) =

2
% Z i [cos(mx) + isin(mz)]

m€2Z+lln1

Da der Cosinus Inversionssymmetrisch ist cos(z) = cos(—x) verschwindet er in der Summe.
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Bei * wurde ausgenutzt, dass — = = ——~

. Fourrierreihe der periodischen Sigezahnfunktion

Sei f : R — R die 2w-periodische Funktion mit f(z) = |z| fiir © € [—7, 7|. Berechne die
Fourierkoeffizienzten f,, gebe die Fourierreihe explizit an und diskutiere die Konvergenz

der Reihe.

cos bz

Hinweis: Das Ergebnis lautet Sf(z) =2 — 2 (cosx + COS?“ + P+ )
Losung:

Fiir n = 0 ergibt sich fiir fo = 5. Fiir n # 0 gilt
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Insgesamt also
—-2,, ke2Z+1\{0}
fn = g, k=0
0, sonst



Ahnlich zu den Symmetrieiiberlegungen aus der vorangegangen Aufgabe ergibt sich

T 4 cos3xr  cosdx
+ + ...

Sf(a:):2—7r<cosx+ 22 72

Der Faktor 2 ergibt sich aus der Linearkombination des Kosinus cosnx = % (eim + e*i”"”)

Die Reihe ldsst sich aufgrund cosz < 1 durch > 72 # = %2 majoriesieren und konvergiert
daher fiir alle «.

3. Fouriertransformation

Berechne die Fouriertransfomierte von

(Ergebnis: f(k) = \/ge—lkl)

Losung: Lésung iiber den Residuensatz — f aufgefasst also komplexe Funktion:
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Wir haben kiinstlich die Integration auf einen Kreisbogen erweitert, um den Residuensatz
anzuwenden. Dabei gilt fiir den Kreisbogen folgende Abschétzung
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Damit das Integral iiber den Kreisbogen verschwindet, muss man den Weg fiir
e k < 0 oben schlieflen, damit sint > 0,t € [a = 0,b = 7))

f(k) = \/12?27% Res; f




e k > 0 unten schlieflen, damit sint < 0,¢ € [a = 0,b = —n|) Vorsicht! Orientierung
der Kurve im Uhrzeigersinn (mathematisch negativ) = Residuum negativ zu werten.
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. Losen von Differentialgleichungen mittels Fourier-Transformation

Insgesamt also:

Sei f € L'(R?) derart, dass die Fourier-Transformierte f ebenfalls integrierbar ist. Lose

die Differentialgleichung

0%u 0%u ou

— 42— +3— —du=
oz? * Ox3 * 0xy u=f

auf R2, indem du u durch eine Fourier-(Riick)Trafo ausdriicken und diskutiere deren Exis-
tenz. Das Integral soll hier nicht ausgerechnet werden.

Losung:

Sind v und seine Ableitungen integrierbar, kdnnen beide Seitden der Differentialgleichung
Fourier-Transformiert werden

0%u 0%u ou 279 279~ O
F <8x% +2(9—$% + 387301 — 4u> = (z kiu + 2i°k3u + 3ikiu — 4u>
= (2K} + 2i%K3 + Bik1 — 4) @
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Das Polynom P(k) := —k? — 2k3 + 3ik; — 4 besitzt keine reellen Nullstellen, sodass P(k)~?
wohldefiniert ist. Daher kénnen wir nach u auflésen und gleich die Fourier-Riicktransformation

anwenden N
af
u() = (f 1P) (x)

Da P im reellen beschrankt ist und nach Vorraussetzung f € L'(R?) existiert das Fou-
rierintegral.



5. Warmeleitungsgleichung mit Quellterm

Bestimme die Fouriertransformierte g(k,t) von g(k,t), sodass fiir f € S(R) die Funktion

¢(,1) := /Rdy f)g(z —y,1)
das Anfangswertproblem ¢(z,0) = f(x) zur Gleichung
(. t) = (97 —m?) ¢(a,1)
l6st.
Losung:

Das Integral aus der Angabe ist die Faltung f * g von f und ¢ in der Ortsvariable z. Fiir
alle f,g(-,t) € L*(R) gilt

Fo(k,t) = (F(g(-,t) % ) (k) = (F(f * (-, ) (k) (1)
= V2 (Ff)(k) (Fg)(k,?) (2)
= V2r f(k)G(k,t) (3)

Die Differentialgleichung kann wieder durch Fourtransformation beider Seiten gelost wer-
den

Ok, t) = — (K2 + m?) 6(k,1)

Wir transformieren hier nur im Ortsraum z, so dass fiir die zeitliche Ableitung nicht der
Satz der Algebraisierung der Ableitung verwendet werden kann. Die so erhaltene DGL
kann durch einen Separationsansatz gelost werden und besitzt folgende Losung

(Fo)(k,t) = d(k, 1) = p(k,0) e~ (F*+m*)t = F(p) e~ (K4m?)t
Durch vergleich mit liet man ab, dass

Gk 1) = e (¥ 4m)
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sein muss.

6. Rechnen mit Distributionen

Betrachte die durch ein Integral definierte Distribtion

(K.p) = [ K@pla) vp e S®)

Hinweis: Etwas unsauber wird hdufig — so wie hier — die Distribution mit dem Kern eines
Integraloperators identifiziert.

Dabei soll



(b) K(z):= x?

sein. Berechne nun im distributiven Sinne
(i) die zweite Ableitung.
(ii) die Fouriertransformierte.

Losung:

(a) (i) Nach Definition ergibt sich sofort

(8I67 90) = (_1)1 (5v 896(,0) = xSO(O)
(920,0) = (=1)* (6, 0% ) = +02(0)

(ii) Die Fouriertransformierte der Deltadistribution ergibt sich ebenfalls direkt aus
der Definition

Def. Def. § —i
(Fo.0) ™ (6.70) P (Fo)0) = o= [ ke

Im distributiven Sinne kann1 also die Fourtransformierte der Deltadistribution
F6 mit der konstante (27)” 2-Funktion identifiziert werden.

(b) (i) Die erste distributive Ableitung ergibts sich durch partielle Integration

(896:52, <p> = — <x2,8xcp> = —/Rdx :c28mg0(x)

= {x%p(az)r_rz +/Rdac (8372) o(x)
T
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Die Randterme verschwinden, da ¢ € S(R) und damit d,¢ schneller als jede
Potenz von z im Unendlichen gegen 0 abfallt. Die erste Ableitung im distributi-
ven Sinne von z? ist also 2z. Vollig analog berechnet sich die zweite Ableitung
zu 2. Wir sehen also, die bei reguldaren Distributionen stimmt die distributive
Ableitund mit der klassischen {iberein.

(ii) Da 22 ¢ LY(R) existiert die Fouriertransformierte im klassischen Sinne nicht.
Dennoch kann man sie, aufgefasst als Distribution, berechnen. Nach Definition
der distributiven Fouriertransformation ergibt sich

(fx2,<p) = (xz,]-"gp) da:x —/ dy e" Y



Unter Verwendung von
1‘2€_ny — 2-2856—11,‘3/

erhdlt man — wieder unter vernachlissigung der Randterme — durch zweifache!
partielle Integration

..:\/127/Rdx/Rdy
=C4Vﬁ4@/QéWA@wiwoa%@)

Aus der Teilaufgabe @ ist die ersichtlich, was die Fouriertransformierte der
konstanten 1-Funktion aufgefasst als Distribution ist.
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Eingesetzt liefert das

(Faip) = .. = =var [ dy s(w)oely)
= (—v2rs,0%)
= (—\/ﬂ&,ﬁé, go)

Damit liet man ab: Fa? = —/27026 (k)



