Blatt zu Mehrfachintegralen

Aufgabe 1: Transformationssatz

a) Zeigen Sie: Aus
a sinf coseo
7= | asinfsing
a cost

folgt (Kugelkoordinaten)

co 2w

- [ oo : 2.
R[f(x,y,Z) dzdydz / / /f(r(a,gb 0)) r*sinf da d¢ db

a=0 ¢=060=0

b) Zeigen Sie: Aus
a coso
7= | asing

b
folgt (Zylinderkoordinaten)

co 27

R[f(:c,y,z)da:dydz = [ [ ] #Gtes) adedods

a=0 ¢=0 b=—00

c) Wie lautet die entsprechende Transformationsregel fiir
parabolische Zylinderkoordinaten?

Y(a - )
7= ab
c

d) Wie lautet die entsprechende Transformationsregel fiir
allgemeinere Kugelkoordinaten um einen Punkt p?

asinf cos¢ + p,
7= | asinfsing + py,
acosf + p,
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Aufgabe 2: Masse

Fiir die Masse M eines Korpers mit Volumen V' und Dichteverteilung p(7) gilt:

M=/Vp(77) d’r

Berechnen Sie die Masse

a) eines Wiirfels mit Kantenldnge 1 im ersten Oktanden. Eine Ecke des Wiirfels liegt
im Ursprung. p(7) = zyz

b) eines Wiirfels mit Kantenlédnge 1 im ersten Oktanden. Eine Ecke des Wiirfels liegt
im Ursprung. p(¥) =z +y+ 2

c) eines Zylindes mit Radius R und Hohe h der auf der xy-Ebene steht und dessen
Rotationsachse in der z-Achse liegt. p(7) = (2% + 32)z

d) eines Zylindes mit Radius R und Hohe h der auf der xy-Ebene steht und dessen

2\ — 1

Rotationsachse in der z-Achse liegt. p(7)
/R2—y2

e) einer Kugel mit Radius R, deren Mittelpunkt im Ursprung liegt, mit
p(7) = exp(Ar), A e R.

Aufgabe 3: Dipolmoment

Fiir das Dipolmoment p einer Ladungsverteilung p(7) gilt:
p= / () d’r
R3
Berechnen Sie das Dipolmoment

a) einer Kugel mit Radius R, deren Mittelpunkt im Ursprung liegt, mit
p(7) = po = konst

b) einer Kugel mit Radius R, deren Mittelpunkt im Punkt (a,0,0) liegt, mit
p(7) = po = konst

Aufgabe 4: Rotationsellipsoid

Berechnen Sie das endliche Volumen, das durch die folgende Fléiche begrenzt wird

0 0
R=|F+| o ||+]F=1] 0
b b
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Losung zu Aufgabe 1

zu a) Siehe Trandsformationssatz
sinf cos¢p acosf cos¢p — asindsing

det <aare> = det | sinfsing acosfsing asinfcosp = a%sind
(a, ¢,0) cost — asinf 0

zu b) Siehe Trandsformationssatz

oF cos¢p —asing 0
det (H) = det| sing acos¢p O = a
(a'7 ¢7 ) 0 0 1
zu c) Siehe Trandsformationssatz
oF a -b 0
det (M) = det| b a 0| = a®+b
(a7 i C) 0 0 1

zu d) Die Funktionaldeterminante ist die gleiche wie bei a) Also gilt

co 27

m asinf cosp + p.
/ f(z,y,2) dedydz = / / / f asinf sing + p, r2sinf da d¢ do
R3

a=0 =0 =0 acosf + p,

Losung zu Aufgabe 2

111 1 3 3
zua) [[[zyzdedydz = | [zdz| = (%) =3
000 0
111 111
zub) [[[a+y+zdedydz =3[ [z dedydz =3
000 000
R 27 h 5
zuc) [(2*+yHzdadyde = [ [ [ za® dadgde = B
a=0 ¢=0 z=0
. noRO VR
zud ———— dzdydz = dzxdydz
) fV \/w g Zioy:{Rac—\/fm \/W !
h R h R
= L_2/R?— 2 dydz = 2 dydz = 4Rh
zl(] y:f—R \/327_?!2 Zl(] y:f—R
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R 27 = R Falls A#0
zue) [ [ [ exp(Ar)r?sinfdrdedfd = 4n [ rPexp(Ar)dr =~ =7 4r [(% b vins
=0 ¢$=06=0 r=0
Losung zu Aufgabe 3
r sinf cos¢
zu a) [7pg r’sinfdrdedf = pg [ | rsinfsing r?sinfdrdgdf = ... = 0
v v r cosd

rsinf cos¢ + a
7 sinf sing
r cosf

zu b) [(74+a@)po r? sinfdrdedd = po [ r2sinf drde¢df = po
\% \%

Losung zu Aufgabe 4

In Zylinderkoordinaten hat die Flachengleichung die Form
R = \/a2—|—(z+b)2+\/a2—i—(z—b)

Im Folgenden wird die Gleichung nach a aufgeldst:

a®+(z—0)? = R2?—2R\/a? + (2 +b)2 +a* + (2 + b)?

4R2(a2 + (Z + b)2) = [R2 + (z + b)2 _ (Z _ b)2]2

R2 + 42b)?
T \/( ZRQZ) —(z+0)?
2 2
a—\/(j;—l)z?—i—i—lﬂ =: a(z)

Das gesuchte Volumenintegral kann wie folgt berechnet werden:

R R
2 a(z) 2r 2
/dV = / / /adquﬁda = / ma(z)? dz =
v 2=— & a'=0¢=0 =—&
3 2 2 2 3 2 7
B 4b 9 R 9 B 4b z R 9
—71'/ [(Rz 1)2 + 1 b]dz—ﬂ[(}32 1)3—1-(4 b)z]R
=—1 -E
4v? R3 R T 4 2mb?

[a r?sinfdrded

0
0



