Musterlosung Analysis 3 - Flachenintegrale

und Funktionentheorie 1

12. Marz 2012

Aufgabe 1: Zum Aufwarmen

(i) Berechne f,y zdz mit y(t) = re® | t € [0,27] durch explizites Ausrechnen des Kurvenintegrals.

(i)

(iii)

Gehts auch einfacher?

Losung:
27
]{zdz = ir2/621tdt =0
¥y 0

oder Cauchyscher Integralsatz weil f(z) = z holomorph ists.

Berechne das Kurvenintegral fv zdz mit y(t) = re' | t € [0,2n]. Ist die Funktion f(z) =

holomorph?
Loésung:
2
?{ zdz = ir? / dt = 27ir?
0% 0
Nein!

Berechne das Kurvenintegral fv 1dz mit y(t) = re , t € [0,2n]. Ist die Funktion f(z) =

holomorph?

Loésung:

1 z 1
%fdz:%idz:—%édZZQwi
z |2|2 72
¥ ¥ ¥
Nein!

Berechne das Kruvenintegral f,y(z — 2p)™dz mit einer gegneten Parametrisierung.

Losung: Wihle y(t) = 2z + € dann gilt:

2mi , firn= -1
j{(z—zo)”dz: mi , firn
~ 0, sonst

Aufgabe 2: Flacheninhalte

(i)

Zeige das fiir die Parametrisierung

r(2) cos(¢)
T:[a,b] x [0,27] = R?; (2,¢) = | r(2)sin(¢)

i)

Y



die Formel ,
IT| = 27T/ V14 (r(2))%r(2)dz

fiir den Flacheninhalt von T" gilt.
Loésung: Mit

und der Formel
IT| = /(det(Dl“tDl“))l/Q(m) d™x
U

ergibt sich das Gewiinschte.

(ii) Parametrisiere die Fliache
S={(x,y,2) eR*:2? +¢y* <R’z =2+ 2% +¢°}

und berechne den Fliacheninhalt.

Loésung:
7 COS P
I':R? = R%T(r,¢) = | rsin(ep)
24172

dann gilt

cos(p) —rsin(p)
DT = | sinp  rcos(p)

2r 0
und es ergibt sich
R 27
IT| = /(DFtDF)l/Q(J;) d"x = //r\/m dgdr = %(432 +1)3/2
U 0 0

Aufgabe 3: Holomorphie

(i) Sei h : R? — R zweimal stetig differenzierbar, dann nennt man h harmonisch, wenn Ah = 0
gilt. Zeige nun:

(a) Sei u: C — C holomorph, dann gilt Re(u) und Im(U) sind harmonisch.

L6sung: Einfach die Cauchy Riemannschen Differentialgleichungen fiir Re(u) und Im(U)
anwenden:

0? 0? 0 0 0 0
ARe(u)(z,y) = ﬁRe(u) + a—y2Re(u) = %a—ylm(u) ———Im(u)=0

und genauso fiir den Imaginérteil.

(b) Sei h eine harmonische Funktion, dann ist i der Realteil einer in C holomorphen Funktion.
Ist der Imaginérteil dieser Funktion eindeutig bestimmt?

Losung: Eine solche holomorphe Funktion sei u = h + i g und wegen der geforderten
Holomorphie von w gibt
09 = —0Oyh
O0yg = O:h



Zu zeigen ist, ob eine solche Funktion g existiert.
Wir betrachten hierfiir das Vektorfeld f = (9,9,0,9) und merken an, dass dieses die
Integrabilitatsbedingungen erfiillt.

Oy fo = 0,0yg = 0,0,h = —0,0,h = 0,0,9 = Oy f1
wobei Ah = 0 verwendet wurde. Daher existiert die Funktion ¢ und ist bis auf eine
Konstante eindeutig bestimmt.

(ii) Sei f : U — X und U einfach zusammenhéngend. Zeige, dass die folgenden Aussagen zueinan-
der dquivalent sind.

(a) f besitzt eine Stammfunktion.

(b) f ist stetig und es gilt fv f(¢)d¢ = 0 fiir jede stiickweise stetig differenzierbare geschlossene
Kurve in U

(c) fist stetig und f,y f£(¢)d¢ héangt nur von den Anfangs- und Endwerten von ~ ab.
Zeige, dann das all diese Eigenschaften dquivalent dazu sind, dass f holomorph ist.

Losung: (a) < (c): Weil ]
F(:) = [ S0
die Stammfunktion ist folgt '
[ 101 = FOo) - Forta)

~

. Fiir die Umkehrung zeigt man, dass gilt

'F(z +h) — F(z)

L= )

< max [f(¢) — f(2)]

C€lz,z+h]
(¢) & (b): Man schliefe einfach die Endpunkte von « und fiir die Umkehrung nimmt man an,
dass die Aussage nicht gelten wiirde. Dann wére dies ein Widerspruch zur Voraussetzung.

(b) — f holomorph: Definition von Holomorphie und Stammfunktion. (b) < f holomorph:
Cauchysche Integralsatz

(iii) Zeige, ob die reellwertige Funktion ¢ : C* — R, p(z,y) = 3 log(z* + y?) Realteil einer holo-
morphen Funktion f: D — C ist.

Loésung: Da ¢ harmonisch ist, folgt die Behauptung aus der oben gezeigten Behauptung
(3.i.b).

Aufgabe 4: Kurvenintegrale und der Cauchysche Integralsatz
(i) Sei 0 < r < R und f die Funktion

f:UR(0) = C
R+ z

S (R—2)z

Man zeige f(z) = £ 4+ 72 und durch Integration iiber o : [0,27] — C, a(t) = rexp(it), dass

27

1 R? —y?
— dt =1
27 ) R2?2 —2Rrcost 4+ r?

0



gilt.
Losung: Die Zerlegung von f erhdlt man durch Partialbruchzerlegung. Dann sieht man
1 1 1

und andererseits indem man Nenner und Zihler mit R — Z erweitert

d =
— R(z+2) + |2|*)= “='] R 2Rrcost + 12
0

2m
/ (R+2)(R—2) . [ R? —2irRsint —r?
(B2

Nimmt man jetzt auf beiden Seiten den Imaginérteil, dann erhdlt man das gewiinscht Ergebnis.

oo o0 2
/cos( /sm (t*)dt = 47T
0 0

Hinweis: Benutze die Funktion f(z) = exp(iz?) und vergleiche die positive reelle Achse mit
oo

der Winkelhalbierenden. Benutze [ exp(—t?)dt.
0

(ii) Berechne die Integtrale

Losung: Wir verwenden die Parametrisierung
7 (t)=t, t €[0,r]
Yao(t) =7 +it, t €[0,7]
VS(t) - (1 + i)ta te [O,T]

Da nun f eine holomorphe Funktion ist gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz

s T T

f(2)dz = [ exp(it>)dt +i [ expi(r® —t*) exp —2rtdt — (1 +1i) [ exp(—2t?)dt
e — j

0 0 0

Da zweite Integral nach der Standardabschitzung durch exp —2r? majorisiert wird, verschwin-
det es fiir r — co. Damit verbleiben wir:

r V2
/exp (it?)d (1+i)T7T
0

(iii) Berechne die Folgenden Integrale mit Hilfe des Chauchyschen Integralsatzes und der Cauchy-
schen Integralformel und ‘
g 1 [0,27] = C, agr =a+ rett

mit r > 0.

(a)
Losung:

weil die Funktion holomorph im entsprechenden Gebiet ist.



Losung: Mit der Partialbruchzerlegung

1 1 1 1 1
21" 9,11 13
24 -1 2241 2z-1

kommt man zu

cos(mz) 1 cos(mz) 1 / cos(mz) L1 1
= —— —_— —_ —_— = 2 —_— —_ S =
/ 22_1(12 2/ g dz—i—2 z—le i ( 2+2)COb(7T) 0

@0;3 @0;3 @0;3

mit Hilfe der Integralformel.

/Sm(z)dz, beC, |b| #7
o

b
@o;r
Losung:
/ sin(z)d 0 , fiir r < b
7 =
z—0b 2misin(b) , fiir r > |b]
Qo;r
(@) o
e
— —d
o / 211
Q1
Losung:

[T
mit Integralform.
(e) . A
z
——d
o / 219
Q142455
Losung:
1 4z
— ———dz=2
o / 219
Q142455
(t) o
e
— —d
omi ) 2+1
@0;3

Losung: Mit der Partialbruchzerlegung
1 i1 il
1+22 2240 22—

ergibt sich
1 e?
2mi 2241

;3

dz = % (e_i — ei)



1 z \"
— d N
278 (z—l) 2 e

aq;1

Losung: Mit der Cauchyschen Integralformel fiir die n — 1-Ableitung und f"~1(1) =

(n — 1)! ergibt sich
1 z " .
% >—1 dZ = 27T7/fl

x1;1




