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12. Marz 2012

Aufgabe 1: Zum Aufwiarmen
(i) Berechne 5% 2dz mit y(t) = re® | t € [0,27] durch explizites Ausrechnen des Kurvenintegrals.
Gehts auch einfacher?

(ii) Berechne das Kurvenintegral ﬁy zdz mit y(t) = re' | t € [0,2n]. Ist die Funktion f(z) = z
holomorph?

(iii) Berechne das Kurvenintegral ﬁy 1dz mit y(t) = re’ , t € [0,2n]. Ist die Funktion f(z) = 1
holomorph?

(iv) Berechne das Kruvenintegral fv(z — 20)"*dz mit einer gegneten Parametrisierung.

Aufgabe 2: Flacheninhalte
(i) Zeige das fiir die Parametrisierung
r(z) cos(¢)

T:[a,b] x [0,27] = R3; (2,¢) — [ r(2)sin(¢)

die Formel

b
T = 2%/\/1+(r’(2))2r(z)dz

flir den Flacheninhalt von I' gilt.

(ii) Parametrisiere die Fliache
S={(z,y,2) eR*:2® +3* < R* z=2+2" +4*}

und berechne den Flacheninhalt.

Aufgabe 3: Holomorphie

(i) Sei h: R? — R zweimal stetig differenzierbar, dann nennt man h harmonisch, wenn Ah = 0
gilt. Zeige nun:
(a) Sei w:C — C holomorph, dann gilt Re(u) und I'm(U) sind harmonisch.
(b) Sei h eine harmonische Funktion, dann ist i der Realteil einer in C holomorphen Funktion.

Ist der Imaginérteil dieser Funktion eindeutig bestimmt?

(ii) Sei f: U — X und U einfach zusammenhéngend. Zeige, dass die folgenden Aussagen zueinan-

der dquivalent sind.



(a) f besitzt eine Stammfunktion.

(b) f ist stetig und es gilt f7 f(¢)d¢ = 0 fiir jede stiickweise stetig differenzierbare geschlossene
Kurve in U

(c) fist stetig und f,y f(¢)d¢ héangt nur von den Anfangs- und Endwerten von ~ ab.
Zeige, dann das all diese Eigenschaften dquivalent dazu sind, dass f holomorph ist.

(iii) Zeige, ob die reellwertige Funktion ¢ : C* — R, ¢(z,y) = 3 log(z® + y?) Realteil einer holo-
morphen Funktion f: D — C ist.

Aufgabe 4: Kurvenintegrale und der Cauchysche Integralsatz
(i) Sei 0 < r < R und f die Funktion

f:UR(0) = C
PR
(R—2)z
Man zeige f(z) = % + % und durch Integration iiber « : [0,21] — C, a(t) = rexp(it), dass
1 27 R2 9
— / — L dt =1
21 ) R? —2Rrcost +r?
0
gilt.
(ii) Berechne die Integtrale
oo oo 2
/COS(tQ)dt = /sin(tQ)dt = Tﬂ
0 0

Hinweis: Benutze die Funktion f(z) = exp(iz?) und vergleiche die positive reelle Achse mit
der Winkelhalbierenden. Benutze [ exp(—t?)dt.
0
(iii) Berechne die Folgenden Integrale mit Hilfe des Chauchyschen Integralsatzes und der Cauchy-

schen Integralformel und _
Qa1 [0,27] = C, g, =a+re'

mit » > 0.
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