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1 Taylorreihenentwicklung

Aufgabe 1
(i) Finden Sie die Taylorreihe von f(x) = arctan(xz) um den Urpsrung...

. . n 2 0  fur n ungerade
Hinweis: L (L_ng)‘ -
ot \(+29)7 )0 +(n+2)! n gerade, beginnend mit - bei n = 0, dann abwechselnd

(ii) Berechnen Sie die Taylorreihe von e® und €?* um den Ursprung.
(iii) Berechnen Sie die ersten drei Glieder der Taylorreihe von f(z) = /z um den Punkt
Trog — 36.

Losung 1
(i) Es gilt:
d tan(z) 1
— arctan(z) = ——
dx 1+ 22
a 1 2
de1+22  (1+22)?
d 2z -2+ 62>
de (1+22)2  (1+22)3
Mit Taylor und dem Hinweis kann nun die Potenzreihenentwicklung von H% um den
Ursprung ermittelt werden:
1
— =1—-a? 4zt —2b..
1+ a2 =0
Daraus folgt die Taylorreihenentwicklung fir den arctan:
3 5 7
arctan(z) :/dx 1-2?+at—ab =cta—2 + 2 T
3 5 7
Und da arctan(0) = 0 ist auch die Integrationskonstante ¢ = 0.
(ii) Da fiir jede Ableitung n gilt: (d%)nex}xzo =1 folgt fiir die Taylorreihe:
1
T __ B )
=Y
n=0
Fiir 2
d 2z 2
el 2627
e e
d? 9
W = 4e *
= £62x — 2n62x
dz™



(111) 6 + z—36 (5”736)2

12 1728

2 Fourier
Aufgabe 2

. . . . 0 —m<z<0

(i) Sei g(x) 2m-periodisch mit g(x) = 1 O<z<n

Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten g(k) ohne g(0) der Funktion (sog. Rechtecks-
funktion).

Hinweis: Nutzen Sie et*™ = —1 und e*?#™ = 1

(ii) Sei f(x) 27-periodisch mit f(z) = +(z — ) fiir 2 € [0, 27]. Bestimmen Sie die Fouri-
erkoeffizienten f(k) ohne f(0) der Funktion.
Hinweis: Nutzen Sie e~ 2*™ =1

Losung 2
(i) Wir berechnen:

T

1 ) _efika: Q 1 e*ikﬂ'
i(k) = — [ e *oqy = = -
otk) = on / co { ok ]0 2ikm  2ikm
0

Folglich sind die Fourierkoeffizienten:

ATy 0 n gerade
g(k) = { L 1 ungerade

=:1;
——
1 2T 1 27 27
£ k) = — . dr = — 7ik33d _ 7ik£0d
f(k) 7T/(gv ) dx . /we x 7T/€ x
0 0 0
Iy
ik 2m ik ik ik —ik ik 2
Pa'rt:.Int‘i xezx2ﬂ_+/ezxdl‘+ﬂ.ezx2ﬂ_ :i $61x+€lx+ﬂ'€lx
gr \ —ik k ik "° 8m | —ik k2 ik |,

B e_ikx(l—{—ik‘(l'—ﬂ')) 2m e‘”i’“:l 7
N 8mk2 0 N



el e
Aufgabe 3 Wie lautet die Fouriertransformierte von f(z) = { 17 fir |z] <a

0 sonst
Hinweis: [ re~*edy = e~k (ITl? + %)
Losung 3
=:I =1
Lo e Lff, e L[ 1o
k)= —— ! —lkxd _ 1 —zk:cd _ / —zkazd _/ —zkxd
f() o < a>e X 27T/< a)e €T 5 e T ae T
S verJ Y J J
I Z‘efika ieika
Tk k
0 a

. 0 . a
_ T _ikx T _ika | —ika [ W i —ikz [ VT L
Iz—/ patc dx+/ae dx—[ e <ak+ak2>}_a+ |:6 (ak+ak2)]0
0

—a

Vo gk (L2 ke (2 L 1
=———+e — = e — - —
ak? ak? k k ak? ak?

ie~tha  jeika 2 : i1 wa (11
I — I, = = 2 ika f _ Y - Y _ _—tka [ © -
L= K taz© < k+ak2> ¢ <k+ak2>
2 etka B e~ke 2 —2cos(ka)
ak?  ak®  ak® ak?
1 1 2—2cos(ka)
= — (I, - L) =
\/%( 1= h) V2w ak?

3 Matrixexponential und Differentialgleichungen

Aufgabe 4

010
(i) Berechnen Sie das Matrixexponential der Matrix A= [0 0 1
000

1 2 -1
(ii) Berechnen Sie das Matrixexponential der Matrix B= | 2 2 2 | (Sie brauchen
-1 2 1

die Transformationsmatrizen nicht explizit auszurechnen).
Losung 4

0
(i) Die Matrix ist nilpotent. Es gilt A2 = | 0
0

o O o

1
0 |. Mit der Definition des Matrixex-
0

ponentials lasst sich schnell berechnen:

100 0t 0 00 & 1t &
eAt=10 1 0]+(0 0 t|l+]l0oo0 o|l=[0 1 ¢
0 0 1 000 00 0 00 1



(ii) Die Matrix hat die Eigenwerte A\; = 2, A = —2 und A3 = 4. Mit den Transforma-
tionsmatrizen T und 7', wobei T aus den Eigenrdumen zu den EW besteht, folgt:

et 0 0
eBt=T|0 2 o |T!
0 0 e*
Aufgabe 5
(i) Berechnen Sie das AWP
' -4 1 1
r=|(1 5 —-1]|Z dp=11
0 1 -3 0
1 1 1
73 5 — 1 10 1
Hinwess: Das Inverse von % 0 f% ist {8 —1 0
- 19 1 1 1
8 8 8

(ii) Die Differentialgleichung der geddmpften Schwingung lautet
F+2pt 4+ wiz =0, u>0,wp >0

Mit dem Ansatz y; = x, y2 = & forme man diese DGL um in ein lineares System 1.
Ordnung § = Ay, A € R?>*2. Losen Sie das AWP fiir den Sonderfall ;1 = wg mit den
Anfangsbedingungen 7y = (1, 0) mit Hilfe des Matrixexponentials.

Losung 5
(i) Die Matrix hat die Eigenwerte 5, -4 und -3. Die Eigenrdume zu diesen Eigenwerten
sind:

1 10 1
T=1|8 -1
1 1 1
sodass
5 0 0
T'AT=(0 -4 0
0 0 =3
Die Losung des AWP ergibt sich zu:
e5t 0 0 %(6515 _ e—St)
att By =T 0 e 0 T1. 7 = edt
0 0 67315 %(6515 _ 67325)

Alternativ:
Wenn wir die Eigenrdume der Matrix fiir die einzelnen EW kennen, konnen wir sagen,



dass die Losung der DGL lautet:

1 = cre’t + 1082674t + 03e*3t

To = 8cle5t — cze_4t

T3 = cle5t + cze_4t + 036_3t

Wenn nun der Anfangswert z(0) = (0, 1,0) sein soll, folgt die gleiche Losung.

(ii) Mit dem Ansatz y; = z, y2 = & erhalten wir das folgende lineare System:

Y1 =Yy

o = —wiy1 — 20y

oL . 0 1 1
Ay =7 mit A= LY =
peimica= (L )= (3)

Die Matrix A ist allerdings nicht ohne weiteres diagonalisierbar. Die Matrix hat den
doppelten EW A\ = —wp mit g4(1) = 1 also haben wir folgende Jordanmatrix:

also

mit der Jordanbasis

1
_ [ wo 1 -1 _ 0 -2
0 w0

also T~'AT = J. Nun konnen wir das Matrixexponential berechnen:

At i1 (€701 4 wot) te—wot
et =TeT _< —w%te*“’ot —e*‘”ot(wot—l)

Nun ist eine Losung & fiir die gegebenen Anfangsbedingungen & = e4? - &

— t(e—wot(l + wot), _wge—wot)

Aufgabe 6

Untersuchen Sie die folgenden DGL auf Ordnung und Linearitét:
(i) #(t) = —(2(1))* + 22(t) — 4

(i) Z(t) = —x(t) + 2x(t)

(iii) 0 = (&) — 3x(¢)

Losung 6

(i) Nichtlineare DGL 1. Ordnung
(ii) Lineare DGL 2. Ordnung

(iii) Nichtlineare DGL 2. Ordnung



Aufgabe 7

Losen Sie die folgenden AWP mit Hilfe der Trennung der Variablen:
(i) 2(t) =t - z(t) mit x(0) =1

(ii) z(t) = t&(t) mit x(1) = 2

(iii) @(t) = —t(z(t))? mit x(1) =2

(iv) t = z(t)&(t) mit x(0) = 2

Losung 7

i)
_da o,
YT w T at v
T t
/dm:/tdt
T
o 0

T

Mit z(0) =1 folgt xp =1 < z(t) =e2

(ii) Trennung der Variablen:

Mit z(1) = 2 folgt xo =2 = z(t) = 2t
(iii)
' —s [d 1 t2 1
:Uz:—tg/gz—/t2dt:>—:—+c@
x s x 2

Aus z(1) = 2 folgt g;(lz) :%—l—c(:)c:(){:)x(t):%

(iv) Mit & = 2 folgt:

o)
x? :1:(2)_152
2 2 2



