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1. Gleichm#flige Konvergenz

Entscheiden Sie, ob die folgenden auf (0,00) definierten Funktionenfolgen nicht,
punktweise oder sogar gleichméflig gegen eine Grenzfunktion konvergieren. Geben
Sie, falls existent, den Grenzwert an.

(a)ap=z+1 (b) an =% (¢) ap =¢€" - e

Loésung;:

(a) Die Funktionenfolge a,, konvergiert punktweise gegen a(z) = x, da
fiir festes x die Folge (z + %) nach den Rechenregeln fiir Folgen gegen
x strebt. Die Konvergenz ist sogar gleichméfig, denn unabhéngig von x
ist Ve > 0

lan —al =]z + L —z|=1 <k

falls n > N := 1
(b) Die Funktionenfolge a,, konvergiert zunéichst punktweise gegen die
Nullfunktion a(z) = 0, da fiir jedes feste x > 0 die Zahlenfolge (%) nach
den Rechenregeln fiir Folgengrenzwerte eine Nullfolge ist. Die Konver-
genz ist jedoch nicht gleichméfig, denn angenommen, es gibe zu € = 1
ein N € N, welches nur von e abhéngt, so dass |a,(z) —0| <1 Vn > N.

Dann wéhlt man n = N 4+ 1 und 2 = N + 2 (es muss ja fiir jedes > 0

gelten) und erhilt den Widerspruch |a,(z) — 0| = ‘%—ﬁ’ >1=e.

Pk

(c) Die Funktionenfolge a,, ldsst sich umschreiben zu a,(z) = et
Nach (a) konvergiert (z + 1) fiir festes z gegen x und da die Expo-
nentialfunktion stetig ist, konvergiert damit a,(z) (punktweise) gegen
a(z) = e* fir n — oco. Die Konvergenz ist jedoch nicht gleichméBig: Sei
n > N. Dann gilt:

jan(z) — c(z)] = e®len —1].

Die rechte Seite der Gleichung ist dabei nicht Null und kann durch
Erhéhung von z beliebig gro3 gemacht werden, so dass sie jedes zu-
vor gewihlte e tibersteigt. Also muss N in Abhéingigkeit von x gew&hlt

werden.
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2. Stetigkeit
(a) Sei s € R. Zeigen Sie, dass die Funktion f: Ry — R,z — z° stetig ist.

(b) Sei f: R = R, f(z) = zsin(2) fiir 2 # 0 und f(z) = 0 fiir z = 0. Zeigen Sie,
dass f stetig ist.

Loésung:
(a) Es ist ° = exp(sln(z)). Die Funktion exp : R — R,z +— exp(x) ist
stetig und streng monoton wachsend.
AuBlerdem ist die Umkehrfunktion In : Ry — R, In(exp(x)) = x ebenfalls
stetig und streng monoton wachsend.
Also ist f als Verkniipfung stetiger Funktionen x — In(z) — sln(z) —
exp(sln(z)) = z° stetig.

(b) Auf R\{0} ist f stetig als Verkniipfung stetiger Funktionen.
. . . l < . — .
Es gilt: [sin()] <1 V2 # 0 und x_}g}xl#om 0
1
Daraus folgt auch, dass lim z|sin(—)| = 0.
_ z—0,2#£0 x
Die Funktion f : R\{0} — R,z — xsin(%) wird also durch den Funkti-

onswert 0 stetig in 0 fortgesetzt. Also ist f: R — R stetig.

3. Gleichmiflige Stetigkeit 1
(a) Sei f:[0,00[ — R stetig derart, dass lim f(z) =: ¢ € R existiert.
T—00

Zeigen Sie, dass f gleichméBig stetig ist.

(b) Sei f: R — R stetig mit f(z) = f(x + 1). Zeigen Sie, dass f nach oben und
unten beschrinkt ist und Maximum und Minimum annimmt. Zeigen Sie auflerdem,
dass f gleichmafig stetig ist.

Losung:
(a) Sei € > 0. Es ist zu zeigen, dass dann § > 0 existiert, so dass
|f(z) — f(y)| <e, falls |z — y| < ¢ ist.
Wegen xhﬁnolof(x) = c gibt es ein 29 > 0 mit |f(z) — ¢ < § fiir z > xo.
Fir z,y > xg gilt also:
@)= ()] = |f(@)—c+e—F@)] < |f(@)—cl+|fy)—cl < $+E =5 (1)
Da [0, xg] kompakt ist, existiert 6 > 0, so dass fiir z,y € [0, x| gilt:
[z -yl <d=[f(z) - flW) <5 (2
Gilt z < 29 und y > z¢ (Fall y < xp und = > z( analog), so folgt aus
|z —y| < § auch |x — zg| < 4.
Aus (1) und (2) folgt also:
[f() = f)l = |f(z) = fzo) + flzo) — f(y)] <
|f() = f(@o)| + | f(zo) = fW)| < 5+5=€ (3)
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Aus (1), (2) und (3) folgt, dass fiir alle z,y € [ 0,00 [ mit |z —y| < J gilt:
@) — )l <e.

Alternativer Beweis:

Wegen xlgglof(x) = c gibt es ein 29 > 0 mit |f(z) — ¢ < § fiir z > xo.

Fiir x,y > zq gilt also:

(2) = F)] = |f(@) — - Fy)] < [f(z)— |+ |fy) —c| < 5+ 5 =e
Der restliche Definitionsbereich [0, 2] ist kompakt, weshalb f dort gleichméfig
stetig ist.

f ist also auf dem gesamten Definitionsbereich stetig.

(b) Beschrinktheit: Es gilt f(R) = f([0,1]). Da f auf [0, 1] eine stetige
Funktion auf einer kompakten Menge ist, nimmt f dort Maximum und
Minimum an und ist insbesondere durch diese beschrénkt.

Glm. Stetigkeit: Sei € > 0. Da f gleichmifig stetig ist auf dem kompak-
ten Intervall [0,2] gibt es ein ' > 0 mit x,y € [0,2],]z —y| < ¢ =
f(@) = fy)l <e

Sei nun § = min(¢’, 1) und seien x,y € R mit |z — y| < 4.

1. Fall: Es gibt n € Z mit x,y € [2n,2n + 2]. Dann folgt

(@) — FW)| = 1@ — 2n) — fly — 2n)| < .

2. Fall: Es gibt n € Z mit x € [2n —1,2n] und y € [2n,2n + 2] (bzw.
und y vertauscht).

Wegen |z —y| < § <1 folgt y € 2n,2n+1]. Also gilt z+ 1,y +1 €
[2n, 2n + 2] und damit Fall 1.

Also gilt fiir alle z,y € R mit |z —y| < 0, dass |f(z) — f(y)| < e =
gleichméflige Stetigkeit.

Alternativer Beweis:

Beweis der Beschrianktheit wie oben. f ist periodisch und stetig an den
Grenzpunkten beispielsweise von [0, 1]. Damit ist f auf einem kompak-
ten Intervall stetig, also gleichméfig stetig.

4. Gleichmiflige Stetigkeit 11

Untersuchen Sie, welche der folgenden Funktionen gleichméfig stetig sind:

(a) f:R =R, f(z)=2a? (b) f:[107%, co[—= R, f(x) = %
ZB20127

(€) f:[V2,6] 2 R, f(z) =4

Losung:
(a) f:R =R, f(x) =22 ist nicht gleichmdifig stetig.
Beweis(durch Widerspruch): Sei € > 0. Annahme: Es gibt § > 0, so dass
fir alle 1,29 € R mit |21 — 22| < § gilt: [f(z1) — f(z2)] < €.
Wegen |(z + ) — 2| < § wiirde dann folgen, dass |f(z + $) — f(z)| < e
fiir alle z € R.
Es gilt aber fiir x # —4/4:
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. J . 2 62, . J
Jim [f(z + 5) = f2)] = lim |27+ 62 + - — 27| = lim bl + 7| = oo,
Widerspruch!
(b) f:[107%, c0[—= R, f(z) =1L ist gleichmaipig stetig:

X
Beweis: Sei € > 0 und seien 1,22 > 10~%. Dann gilt:

[f(21) = fl@2)l = |3 — 55
Wihlt man also 6 = 1086 so folgt aus x1,z2 € [1074, 00|, |21 — 22| < 0,
dass |f(z1) — f(x2)| <e.

Bemerkung: f ist mit L = 10% sogar Lipschitz-stetig.

(c) f:[V2,6] = R, f(z) = % ist stetig als Verkniipfung steti-

ger Funktionen; auflerdem ist das Intervall [v/2, 6] kompakt. Es folgt die
gleichméBige Stetigkeit (stetige Funktion auf Kompaktum).

= ’127‘/“‘ < 10%8’1'2 —331‘ = 108’1'2 —331‘.

12

5. Gleichmiflige Stetigkeit, Lipschitz-Stetigkeit
Sei f :[0,1], f(z) := /x. Zeigen Sie, dass die Funktion f gleichméBig stetig, aber
nicht Lipschitz-stetig ist.

Losung: f ist stetig auf dem kompakten Intervall [0,1] und damit dort
auch gleichméBig stetig.

f ist aber nicht Lipschitz-stetig. Annahme: Es gibt L > 0 mit |f(x) —
FW)| < Ll — y| Yo,y € [0,1], dh. KOO < 1 (falls 2 £ ) ().
Da dies fiir alle z,y € [0,1] gelten muss, wihle man speziell x, =

#ayn = #. Dann gilt:

‘f(z’n)_f(yn)‘ — ﬁfﬁ

T R e e

:%”—>oof1'jrn—>oo.

Dies ist ein Widerspruch zu (x)!

6. Stetige Fortsetzungen
(a) Ist f:R\{0} = R, f(z)=sin(2) stetig fortsetzbar?
(b) Ist f:RL\{1} — R, f( )= \f_l stetig fortsetzbar?

Losung:
(a) f ist stetig als Kompolsition stetiger Funktionen. Fiir x,, = Tln ist
f(zn) = 0. Fir y, = P ist f(yn) = 1. Somit existiert lim f(z)

x—0

nicht, f ist also nicht stetig fortsetzbar.
(b) f ist stetig als Komposition stetiger Funktionen. Es gilt:

N VT —1 1 1

ol z—1 el (Vzt)(vE—1) eolyz 1l 2

f kann an der Stelle x = 1 also durch % stetig fortgesetzt werden.
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7. Zwischenwertsatz
Zeigen Sie: Ein Polynom p : R — R ungeraden Grades besitzt mindestens eine reelle
Nullstelle.

n
Lésung: Sei p(z) = Zakmk, an # 0 und n ungerade. O.E. sei a, > 0.

k=0
Als Polynom ist p stetig. Fiir z # 0 gilt

p(z) =z (an +an1z V Fap 024+ + agm*”).
Der Ausdruck in der Klammer konvergiert fiir x — £o0o gegen a, > 0.
Somit gilt lirin p(z) = £oo. Es gibt also ein z_ mit p(x_) < 0 und ein
T—>T 00

x4 mit p(x4) > 0. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein zg € (x_, z4)
mit p(zo) = 0.

8. Grenzwerte
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

e Ry g | o 1=V1—22

R O
8z 4+ 22° + 1
. 2 _ _ .
(c) zll)rglo( 422 + 2z — 1 — 2x) (d) xgrfloo 225 4 T
Losung:
3 2 _ -1 1 2 -1
(a) lim = tr o :lim(x—i_ G ):4
z—1 r—1 z—1 r—1
1—V1— 22 1—(1—2? 1 1
(b) lim ———— " — i -) _,

z—0 2 x%x2(1+\/1f‘fp2) xlir(l)le\/lfng :i

4z% + 20 — 1 — 422
() lim (V422 + 22 — 1 — 22) = lim —o 2% v
T—00 z—oo/4x? 4+ 2x — 1 + 2x

. 2 -1 1
lim z =3
4—1—5—;2-1-2
(@ 1 8z3 + 222 +1 8—|—%+x%_
z——o0 2x3 + Tx z-00 24 L
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9. Topologie
Zeigen Sie:
(a) K ist offen und abgeschlossen in K, wobei K € {R, C}.

(b) 0 ist offen und abgeschlossen.
(¢c) D C Cist offen in C = D NR ist offen in R.
(

d) D C R ist abgeschlossen in R = D ist abgeschlossen in C.

Losung: (a) K offen: Sei z € K. Wéhle € > 0 beliebig. Dann ist B(z) C K.
Also ist K offene Teilmenge von K.
K abgeschlossen: Sei (z,) eine konvergente Folge in K. Dann liegt auch
der Genzwert z in K. Also ist K abgeschlossen.

(b) 0 offen: Nach (a) ist K abgeschlossen. Also ist K\K = @ offen.
() abgeschlossen: Nach (a) ist K offen. Also ist K\K = () abgeschlossen.

(c) Sei z € DNR. Da D C C offen ist, gibt es r > 0 mit {z + iy € C:
(x—2)?+y><r}cD.

Insbesondere gilt also: {T e R: |z —z| <r} C DNR.

Also ist D NR offen in R.

Bemerkung: Der Fall D N R = () folgt aus Teil (b).

(d) Sei (z,) eine konvergente Folge in C mit z, € D Vn € N. Sei z =
T+ 1y = lim, o0 2.

Es gibt z, = x, + iy, mit y, = 0. Da (z,) als konvergente Folge auch
eine Cauchy-Folge in C ist und |z, — zm|c = |Tn — Tm|r ist, ist (x,)
Cauchy-Folge in R und daher konvergent gegen ein z € R.

Da D abgeschlossen in R ist, gilt £ € D. Da der Grenzwert einer Folge
eindeutig ist und wegen |z,|c = |zx|r fiir z € R C C, folgt lim,, o0 25, =
z=x€D.

Fiir jede konvergente Folge (z,) C C mit z, € D Vn gilt also lim z,, € D.
D ist also abgeschlossen in C.



