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1. Folgen I
Untersuchen Sie die Folge (an)n∈N auf Konvergenz bzw. Divergenz und berechnen
Sie gegebenenfalls den Grenzwert, wobei an gegeben ist durch
(a) (n+3)(2n−1)

n2−5 (b)
(
3+4i
4

)n
(c)
(
3+4i
5

)n
(d)

(
3+4i
6

)n
(e)
√
n2 + n− n

(f)
√
n+
√
n−

√
n−
√
n (g)

(
2n
n

)
2−n (h)

∏n
k=2

(
1− 1

k2

)
Hinweis: Zeigen Sie bei (g) zunächst, dass an+1 = 2n+1

n+1 an und bei (h), dass

an = n+1
2n .

Lösung:

(a) lim
n→∞

(n+ 3)(2n− 1)

n2 − 5
= lim

n→∞

(1 + 3
n)(2− 1

n)

1− 5
n2

= 2

(b) |an| =
∣∣(3

4 + i
)n∣∣ =

∣∣3
4 + i

∣∣n =
(√

9
16 + 1

)n
=
(
5
4

)n
> 1

Die Folge (|an|) divergiert also; somit divergiert auch die Folge (an)
selbst.

(c) |an+1 − an| =
∣∣(3+4i

5

)n∣∣ ∣∣3+4i
5 − 1

∣∣ =
∣∣3
5 + i45

∣∣n ∣∣−2
5 + i45

∣∣ = 2
√
5

5
Die Folge ist also keine Cauchy-Folge, also nicht konvergent. Sie ist di-
vergent.

(d) |an| =
∣∣3+4i

6

∣∣n =
(
5
6

)n → 0
Damit konvergiert auch die Folge (an).

(e) lim
n→∞

√
n2 + n− n = lim

n→∞

(√
n2 + n− n

)(√
n2 + n+ n

)
√
n2 + n+ n

= lim
n→∞

n√
n2 + n+ n

=

lim
n→∞

1√
1 + 1

n + 1
=

1

2

(f) limn→∞ an = limn→∞

(√
n+
√
n−
√
n−
√
n
)(√

n+
√
n+
√
n−
√
n
)

√
n+
√
n+
√
n−
√
n

=

limn→∞
2
√
n√

n+
√
n+
√
n−
√
n

= limn→∞
2√

1+ 1√
n
+
√

1− 1√
n

= 1

(g) an+1 = 2−(n+1) (2n+2)(2n+1)...((2n+2)−(n+1)+1)
1·2·3·...·(n+1) = 2−n (n+1)(2n+1)...(n+2)

1·2·3·...·(n+1) =

2−n 2n+1
n+1

2n...(n+2)(n+1)
1·2·...·n = 2−n

(
2n
n

)
2n+1
n+1 = an

2n+1
n+1

⇒ an+1 = an

(
1 + n

n+1

)
≥ an

(
1 + 1

2

)
= 3

2an ≥
(
3
2

)2
an−1 ≥ . . . ≥(

3
2

)n
a1
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Da a1 = 1 ist an+1 ≥
(
3
2

)n →∞.
Die Folge divergiert also.

(h)
∏n
k=2

(
1− 1

k2

)
=
∏n
k=2

(
k2−1
k2

)
=
∏n
k=2

(k−1)(k+1)
k2

=

1·3
2·2

2·4
3·3 . . .

(n−2)n
(n−1)(n−1)

(n−1)(n+1)
n2 = 1

2
n+1
n (

”
Teleskopprodukt“)

⇒ lim
n→∞

an =
1

2

2. Folgen II
Bestimmen Sie die Grenzwerte der wie folgt definierten Folgen (an):

(a) n+sin(n2)
n+cos(n) (b)

sin(n2 π
2
)

n (c) n+2
√
n

3n−
√
n

(d) n
(
1−

√
1− c

n

)
(e) (1+i)n4−n3+(2+3i)n

in4+2n2 (f)
√
n3 + n−

√
n3 − 1

Lösung:

(a) an =
1+

sin(n2)
n

1+
cos(n)
n

→ 1

(b) |an| ≤ 1
n < ε→ 0

(c) an =
1+2 1√

n

3− 1√
n

→ 1
3

(d) an = n
1−(1− c

n)
1+
√

1− c
n

= c
1+
√

1− c
n

→ c
2

(e) (1+i)n4−n3+(2+3i)n
in4+2n2 =

(1+i)− 1
n
+(2+3i) 1

n3

i+2 1
n2

→ 1+i
i = 1− i

(f)
√
n3 + n−

√
n3 − 1 = (

√
n3+n−

√
n3−1)(

√
n3+n+

√
n3−1)√

n3+n+
√
n3−1 = n+1√

n3+n+
√
n3−1 =

1+ 1
n√

n+ 1
n
+
√
n− 1

n

→ 0

3. Rekursive Folge
Die Folge (an)n∈N0 reeller Zahlen sei rekursiv definiert durch
a0 = 2
an = 3

4−an−1
für n ≥ 1.

Zeigen Sie, dass die Folge konvergiert und berechnen Sie den Grenzwert.

Lösung:
Es gilt: 1 < an < 3∀n ∈ N0 und an−1 > an∀n ∈ N.
Die Folge ist also streng monoton fallend und nach unten beschränkt
(Beweis durch vollst. Induktion). Es existiert also ein Grenzwert a.

a = lim
n→∞

an =
3

4− limn→∞ an−1
=

3

4− a
⇒ a2 − 4a+ 4 = 0⇒ a ∈

{
2±
√

4− 3
}

= {1, 3}
Da a0 = 2 und da die Folge streng monoton fällt, folgt daraus a = 1.
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4. Konvergente Folge
Sei (an) eine konvergente Folge mit lim

n→∞
an =: a und

sn := 1
n (a1 + a2 + . . .+ an).

Zeigen Sie, dass damit auch lim
n→∞

sn = a gilt.

Lösung:
Sei ε > 0. Dann folgt aus der Konvergenz von (an), dass es ein N(ε) ∈ N
gibt, so dass
|ai − a| < ε

2 für i > N .

Für n > max

{
N, 2ε

(
N∑
i=1

|ai|

)}
gilt:

|sn − a| ≤ 1
n

N∑
i=1

|ai|+
1

n

n∑
i=N+1

|ai − a| ≤
ε

2
+
ε(n−N)

2n
≤ ε

5. Limes superior/inferior, Häufungspunkte
Bestimmen Sie für die Folgen (an)n∈N in R den Limes superior, den Limes inferior
und alle Häufungspunkte. Finden Sie im Fall der Konvergenz (auch uneigentliche
Konvergenz) den Grenzwert.
(a) an := (−1)n n−1n+1 (b) an := (−3)n + ((−1)n + 1)5n (c)

an := n
√

3n + ((−1)n + 1)5n

Lösung:

(a) a2n = (−1)2n 2n−1
2n+1 =

1− 1
2n

1+ 1
2n

→ 1 und a2n+1 = −1− 1
2n+1

1+ 1
2n+1

→ −1

1 und−1 sind Grenzwerte von Teilfolgen von (an) und damit Häufungspunkte.
Es gibt keine weiteren Häufungspunkte, da jede weitere konvergente Teil-
folge unendlich viele gerade oder ungerade Indizes hat und somit gegen
1 oder −1 konvergiert.
Da 1 größter Häufungspunkt ist, gilt lim sup an = 1; analog ist lim inf an =
−1.
Da (an) zwei Häufungspunkte hat, ist die Folge nicht konvergent.

(b) a2n = (−3)2n + ((−1)2n + 1)52n = 32n + 2 · 52n → ∞ und a2n+1 =
−32n+1 → −∞
Analog zu (a) gibt es keine weiteren Häufungspunkte und es gilt lim sup an =
∞ bzw. lim inf an = −∞; die Folge ist also nicht konvergent.

(c) Es gilt: 5 = n
√

5n < n
√

3n + 2 · 5n < n
√

5n + 2 · 5n = 5 n
√

3→ 5
a2n = 2n

√
32n + 2 · 52n → 5 und a2n+1 = n

√
3n = 3.

3 und 5 sind Häufungspunkte von (an). Es gibt analog zu (a) und (b)
keine weiteren.
Also ist lim sup an = 5 und lim inf an = 3. Die Folge ist nicht konvergent.
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6. Aussagen über Folgen
Sei (an)n∈N ⊂ R. Zeigen Sie: lim sup an = ∞ ⇔ (an)n∈N ist nicht nach oben be-
schränkt.

Lösung:

”
⇒“ lim sup an = ∞ heißt, dass es für alle c ∈ R unendlich viele n ∈ N

gibt mit an > c; (an) ist also nach oben nicht beschränkt.

“⇐“ Sei c ∈ R. Gäbe es nur endlich viele n ∈ N mit an > c, z.B.
n1, . . . , nm, dann wäre b := max {c, an1 , . . . , anm} eine obere Schranke
für (an), Widerspruch zur Voraussetzung!
Also gibt es zu jedem c ∈ R unendlich viele n ∈ N mit an > c, also
lim sup an =∞.

7. Konvergenz von Reihen
Untersuchen Sie folgende Reihen auf (absolute) Konvergenz bzw. Divergenz.

(a)

∞∑
n=0

n4

3n
(b)

∞∑
n=1

(−1)n√
n

(c)

∞∑
n=1

(−1)n
sin(
√
n)

n
5
2

(d)

∞∑
n=2

1√
n− 1

(e)

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n

Hinweis zu (e): Archimedisches Axiom: ∀x ∈ R ∃n0 ∈ N : n0 > x

Lösung: (a) an := n4

3n ⇒
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = (n+1)4

3n+1
3n

n4 = 1
3

(
1 + 1

n

)4 → 1
3 < 1

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe also absolut.

(b) Sei bn = 1√
n

. Die Folge (bn) ist eine monoton fallende Nullfolge. Nach

dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe also.

(c) −1 ≤ sin(x) ≤ 1 für alle x ∈ R. Daraus folgt:
∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n
sin(
√
n)

n
5
2

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

1

n
5
2

. Da
∞∑
n=1

1

n
5
2

konvergiert, konvergiert nach

dem Majorantenkriterium auch die gegebene Reihe absolut.

(d) Die Reihe divergiert, da eine divergente Minorante existiert: 1√
n−1 >

1
n−1 >

1
n

(e) Nach dem Archimedischen Axiom existiert ein n0 ∈ N, so dass
n0 ≥ |x|. Für alle n ≥ n0 gilt dann:∣∣∣∣∣ (−1)n+1

(2n+2)!
x2n+2

(−1)n

(2n)!
x2n

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣ −x2
(2n+1)(2n+2)

∣∣∣ ≤ |x2|4n2 ≤
|x2|
4n2

0
≤ 1

4 < 1

Daraus folgt mit dem Quotientenkriterium die absolute Konvergenz für
alle x ∈ R.

8. Werte von Reihen
Bestimmen Sie die Werte der angegebenen Reihen.
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(a)
∞∑
n=0

(−1)n

2n
(b)

∞∑
n=1

3

4n
(c)

∞∑
n=0

(−3)n

4n
(d)

∞∑
n=1

1

4n2 − 1

Lösung:

(a)

∞∑
n=0

(−1)n

2n
=

∞∑
n=0

(−1)2n

22n
+

∞∑
n=0

(−1)2n+1

22n+1
=

1

2

∞∑
n=0

(
1

4

)n
=

1
2

1
1− 1

4

= 2
3

(b)
∞∑
n=1

3

4n
= 3

( ∞∑
n=0

(
1

4

)n
− 1

)
= 3

(
1

1− 1
4

− 1

)
= 3

(c)

∞∑
n=0

(−3)n

4n
=

∞∑
n=0

(−1)n
(

3

4

)n
= . . . (analog zu a) =

4

7

(d) Zuerst betrachtet man 1
4n2−1 = 1

(2n+1)(2n−1) =
− 1

2
2n+1 +

1
2

2n−1 .

Damit ist die n-te Partialsumme (Teleskopsumme):

sn = 1
2

(
1
1 −

1
3 + 1

3 −
1
5 ± . . .−

1
2n+1

)
= 1

2

(
1− 1

2n+1

)
→ 1

2

9. Konvergenzradien von Potenzreihen
Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

(a)

∞∑
n=0

(n4 − 4n3)xn (b)

∞∑
n=0

en + e−n

2
xn (c)

∞∑
n=0

x5n+1

1 + 2n
(d)

∞∑
n=0

(2 + (−1)n)n

n
xn

Lösung:
(a)

∑
(n4 − 4n3)xn =

∑
anx

n

R = 1

lim sup
n→∞

n
√
|an|

= 1

lim sup
n→∞

n
√
|n4 − 4n3|

= 1

lim sup
n→∞

(
n
√
n
)4 n
√
|1− 4/n|

= 1

(b)
∑ en+e−n

2 xn =
∑
anx

n

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

en + e−n

2

2

en+1 + e−(n+1)
= lim

n→∞

1 + e−2n

e+ e−(2n+1)
=

1

e

(c) Nach dem Wurzelkriterium muss gelten:

lim
n→∞

n

√
|x5n+1|
1 + 2n

= lim
n→∞

|x5+
1
n |

n
√

1 + 2n
=
|x|5

2

!
< 1⇒ R =

5
√

2

(d) R = 1

lim sup
n→∞

n

√
(2 + (−1)n)n

n

=
1

lim sup 2+(−1)n
n√n

=
1

3

Hier ist es wichtig, tatsächlich den Limes superior zu bilden, da kein
eindeutiger Grenzwert existiert, sondern nur Häufungspunkte.
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10. Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
Beweisen Sie für z, w ∈ C mit Hilfe des Cauchy-Produkts:
exp(z) exp(w) = exp(z + w)

Lösung:
Die Exponentialreihe ist absolut konvergent, weshalb das Cauchy-Produkt
angewandt werden kann.

exp(z) exp(w) =

( ∞∑
n=0

zn

n!

)( ∞∑
k=0

wk

k!

)
=
∞∑
n=0

n∑
k=0

zkwn−k

k!(n− k)!
=

∞∑
n=0

1

n!

(
n∑
k=0

(
n

k

)
zkwn−k

)
=

∞∑
n=0

1

n!
(z + w)n = exp(z + w)

11. Sinus, Cosinus
Zeigen Sie, dass für alle x ∈ R gilt:
(a) cos(3x) = 4 cos3(x)− 3 cos(x)
(b) sin(3x) = −4 sin3(x) + 3 sin(x)

Lösung:
(a) cos(3x) = cos(2x+ x) = cos(2x) cos(x)− sin(2x) sin(x) =
[cos(x) cos(x)− sin(x) sin(x)] cos(x)−[sin(x) cos(x) + cos(x) sin(x)] sin(x) =
cos3(x)− 3 sin2(x) cos(x) = cos3(x)− 3(1− cos2(x)) cos(x) =
4 cos3(x)− 3 cos(x)

(b) sin(3x) = sin(2x+ x) =
[sin(x) cos(x) + sin(x) cos(x)] cos(x)+[cos(x) cos(x)− sin(x) sin(x)] sin(x) =
− sin3(x) + 3 sin(x) cos2(x) = −4 sin3(x) + 3 sin(x)


