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1. Folgen I

Untersuchen Sie die Folge (ay,)nen auf Konvergenz bzw. Divergenz und berechnen
Sle egebenenfalls den Grenzwert, wobei a,, gegeben ist durch

(n+3)(2n—1) (b) (324@) (c) (3—;41) (d) (3—241) (e VnZfn—n

T nZ2-5 )
m Vi —/n—n (8) (M2 (h) [Ti—z (1= 32)

Hinweis: Zeigen Sie bei (g) zunichst, dass an41 = 2%t a, und bei (h), dass

e +1
an = 5=
Losung:
-1 14321
(a) lim (”+32,)( ") i +")(5 w g
n—o00 n—>5 n—00 -

) Janl = |3 +0)"| = 2 +i" = (Y +1) = (D) >1

Die Folge (|a,|) divergiert also; somit divergiert auch die Folge (ay)

selbst.
() s — anl = | (248)"] [ 355 1] = |2 i3] |3 + 5] = 200
Die Folge ist also keine Cauchy-Folge, also nicht konvergent. Sie ist di-
vergent.

g
(d) lan| = [5F2]" = (3)" =0

Damit konvergiert auch die Folge (ay,).

(e) lim vn2 +n—n= lim (VaZ#n—n) (V¥ nn) n

n—00 n—00 w/nQ—l—n—l—n _"—>00w/n2—|—n—|—n

1 1

lim ——— =

n—o0 1+%+1 2

(f) limy, 00 @ = limy, 00 (\/ner/ﬁf\/nf\/ﬁ) (\/n+\/ﬁ+\/n7\/ﬁ) _

\/n+\/ﬁ+\/n7\/ﬁ
limy, o0 2V/n = lim,,_yoo ———2—— =1
Vn+ynty/n—yv/n VIt Tmt /1=

(g) i1 = 9—(n+1) (2n+2)(2n+1)...((2n+2)—(n+1)4+1) _ —9- —n (n+1)2n+1)...(n4+2) _

1-23~...-(n+1) 1-23...-(n+1) -
9—n2n+l 2n...(n+2)(n+1) __ —9- n(2n) 20+l _ o 2041
n+1 1-2-....n n/) ntl = TN pntl
3 312
= apt1 = an<1+ni+1) > an(1+§) = Sa, > (5) Ap1 > ... >

@) e
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Daa; =1ist apy1 > (%)n — 00.
Die Folge divergiert also.

Hk ) (k=1)(k+1) _

h)HZ2(1_1712):HZ:2<k5) ZE
3555 (n(_nﬁaﬁl) (nilq)lgnﬂ) = intl ( Teleskopprodukt*)
= lim aq, = =
n—00 2
2. Folgen II
Bestimmen Sie die Grenzwerte der wie folgt definierten Folgen (ay,):
in(n? ( 3) 2
(a) 2o (b) = (c) 22 (@) n(l— /I=F)
N4 3 B
() (1+2)nm41jr24;(22+32)n ) Vi +n—vnd—1
Loésung;:
1+sin(n2)

(a)an:W—)1

(b) an| <L <e—0

1+2-L
(c) ap = 37\;5 — %

1-(1-3)
d a =N n = c c
(d) an I4+,/1-2 1+,/1-£ 2

() (14+i)n*—n3+(2430)n _ (14+)—5+(2+30) %5 1k

ini+2n2 - i+2-5 v
3 3 (Vn3+n—vn3-1)(vn3+n+vn3-1) _ n+1 _
()\/n +n— \/n V3 tnt+vni—1 T Vn34ntv/n3-1
1+1

3. Rekursive Folge

Die Folge (ap)nen, reeller Zahlen sei rekursiv definiert durch

ag = 2

an = 70— fiir n > 1.

Zeigen Sie, dass die Folge konvergiert und berechnen Sie den Grenzwert.

Losung:
Es gilt: 1 < a, < 3Vn € Ng und ap—1 > a,Vn € N.
Die Folge ist also streng monoton fallend und nach unten beschrénkt
(Beweis durch vollst. Induktion). Es existiert also ein Grenzwert a.
= nh—{goan 4 —limy, oo Gn_1 4—a
=ad*—4da+4=0=ac{2+V4-3} ={1,3}
Da ap = 2 und da die Folge streng monoton fillt, folgt daraus a = 1.
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4. Konvergente Folge
Sei (ay) eine konvergente Folge mit lim a, =: a und

n—oo
Sn ::%(a1+a2+...+an).
Zeigen Sie, dass damit auch lim s, = a gilt.
n—oo

Losung:
Sei € > 0. Dann folgt aus der Konvergenz von (a,), dass es ein N(e) € N
gibt, so dass
la; —a| < § fiir i > N.

N
Fiir n > max {N, 2 <Z |ai]> } gilt:
i=1

ol 1 < e €(n—N)
|sn—a|§%2|ai\+— Z la; —a] < -+ ————= <€
i=1 " iZNT1 2 2n

5. Limes superior/inferior, Hiufungspunkte

Bestimmen Sie fiir die Folgen (ay)neny in R den Limes superior, den Limes inferior
und alle Haufungspunkte. Finden Sie im Fall der Konvergenz (auch uneigentliche
Konvergenz) den Grenzwert.

(a) an = (=1)"77 (b) an :=(=3)" + ((=1)" + 1)5" (c)

an == /3" + ((=1)" + 1)5

Losung:

1 1
B m2n—1 _ l=5. = _ma
(a) A2n = (_1) 2n+1 1+% — L und Gantl = _1+2:1+1 -l

1 und —1 sind Grenzwerte von Teilfolgen von (a,) und damit Haufungspunkte.
Es gibt keine weiteren Haufungspunkte, da jede weitere konvergente Teil-
folge unendlich viele gerade oder ungerade Indizes hat und somit gegen

1 oder —1 konvergiert.

Da 1 grofiter Haufungspunkt ist, gilt lim sup a,, = 1; analog ist lim inf a,, =
—1.

Da (ay,) zwei Haufungspunkte hat, ist die Folge nicht konvergent.

(b) agn, = (—3)2" + ((=1)?" +1)5%" = 32" +-2. 52" — 00 und agy1 =
_32n4l Ly g

Analog zu (a) gibt es keine weiteren Haufungspunkte und es gilt lim sup a,, =
oo bzw. liminf a,, = —oo; die Folge ist also nicht konvergent.

(c) Es gilt: 5= /bn < /30 +2.57 < {/5n +2.5" =5{/3 = 5

agn = ¥/3% +2-52" — 5 und ag,41 = V3" = 3.

3 und 5 sind Haufungspunkte von (a,). Es gibt analog zu (a) und (b)
keine weiteren.

Also ist lim sup a,, = 5 und lim inf a,, = 3. Die Folge ist nicht konvergent.




Ferienkurs

Seite 4

6. Aussagen iiber Folgen

Sei (an)neny C R. Zeigen Sie: limsupa, = oo < (an)nen ist nicht nach oben be-

schrankt.

Losung:

= limsup a, = oo heifdit, dass es fiir alle ¢ € R unendlich viele n € N
gibt mit a,, > ¢; (ay) ist also nach oben nicht beschrinkt.

“«<=“ Sei ¢ € R. Gédbe es nur endlich viele n € N mit a, > ¢, z.B.
Ny, ..., Nm, dann wire b := max{c, an,,...,ay,, } eine obere Schranke
fiir (ay,), Widerspruch zur Voraussetzung)!

Also gibt es zu jedem ¢ € R unendlich viele n € N mit a, > ¢, also

lim sup a,, = oo.

7. Konvergenz von Reihen

Untersuchen Sie folgende Reihen auf (absolute) Konvergenz bzw. Divergenz.

[e.9]

2 nt (=1 - sin(
a — (b (c (-1 e)
w3n HSEE oS et @S L 03

n=1 n=1

Hinweis zu (e): Archimedisches Axiom: Vac € R dng € N no > T

. 4 n 4 an 4
Losung: (a) a, := 5 = | %24 = GRS =5 (14 )" = § <1

Qn
Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe also absolut.

(b) Sei b, = ﬁ Die Folge (by,) ist eine monoton fallende Nullfolge. Nach

dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe also.

(c) =1 <sin(z) <1 fiir alle z € R. Daraus folgt:

> sin(y/n)
Z (-1)"'—=5—| < Z —. Da Z konvergiert, konvergiert nach
n=1 n2 n=1 n2 n=1 n

dem Majorantenkriterium auch die gegebene Reihe absolut.

(d) Die Reihe divergiert, da eine divergente Minorante existiert: \/anl

1 1
n—l>ﬁ

>

(e) Nach dem Archimedischen Axiom existiert ein ng € N, so dass

ng > \3:| Fiir alle n > ng gilt dann:
(;:LL '$2n+2

((;1))' r2n

— —a? < ’IQ|
T | @D (2nt2) | = dn? = 4n2 = 4

Daraus folgt mit dem Quotientenkriterium die absolute Konvergenz fiir

alle z € R.

8. Werte von Reihen
Bestimmen Sie die Werte der angegebenen Reihen.
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n=0 n=0
1

<b>ii=3(i<i>“—l>=3<1; >=3

(c) i (_4?1)” = i(—l)” (i)n = ... (analog zu a) =

1

=1
d) 214112—1

. "
(d) Zuerst betrachtet man ;—5— = G @) = Tl T 3T

Damit ist die n-te Partialsumme (Teleskopsumme):

1 1 1
3n:§(1_§+’_’i 2n+1>_ (1_2n+1)—>§

9. Konvergenzradien von Potenzreihen

Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

e A 3 e en 4 e . & x5n+1

() Yot e (0) T (@ Y
n=0 n=0 n=0
Losung:

(a) (' — 4n )zt =3 anx"

R = 1
lim sup 1/ \an " lim sup v/|n* — 4n?|
n—oo n—oo
 limsup (f) V1 —4/n| B
n—oo
() £ 240" = D"
n —-n 2
R = lim = lim & te
n—o0 an+1

(c¢) Nach dem Wurzelkriterium muss gelten:

(@)

n=0

2+ (D))"

X

1+e 2 1

n—00 2 entl  e—(n+1) - nlggo e 4 e—(2n+l) ¢

1
R L I - I P
ti g = g =y <12 R= V2
1 1
(@) R = 1 - -2
(2 —1)n)n 2+(-1" 3
lim sup \/ 7( +(=1)") lim sup Vn
n—00 n

Hier ist es wichtig, tatsichlich den Limes superior zu bilden, da kein
eindeutiger Grenzwert existiert, sondern nur Haufungspunkte.
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10. Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
Beweisen Sie fiir z,w € C mit Hilfe des Cauchy-Produkts:

exp(z) exp(w) = exp(z + w)

Loésung:
Die Exponentialreihe ist absolut konvergent, weshalb das Cauchy-Produkt
angewandt werden kann.

exp(z) exp(w) = (i i) <Z ) Zik -

n=0 n=0 k=0
s Y =1
> (Z <k>kwk> =Y et wy = e tw)
n=0 k=0 n=0

11. Sinus, Cosinus

Zeigen Sie, dass fiir alle x € R gilt:
(a) cos(3z) = 4 cos®(x) — 3 cos(x)
(b) sin(3z) = —4sin3(z) + 3sin(x)

Loésung:
(a) cos(3x) = cos(2z + x) = cos(2z) cos(x) — sin(2x) sin(x) =
[cos(x) cos(x) — sin(z) sin(x)] cos(z)—[sin(z) cos(x) + cos(z) sin(z)] sin(x) =
cos?(x) — 3sin?(x) cos(z) = cos?(x) — 3(1 — cos?(x)) cos(x) =
4cos®(z) — 3cos(x)
(b) sin(3z) = sin(2z + z) =
[sin(z) cos(x) + sin(x) cos(
—sin®(z) + 3sin(z) cos?

| cos(z)+[cos(x) cos(x) — sin(z) sin(z)] sin(z) =

(z) = —4sin3(z) + 3sin(x)



