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Aufgabe 1 Man zeige:

a) Ein nilpotenter Endomorphismus hat nur die Null als Eigenwert.
Hinweis: Ein Endomorphismus F heisst nilpotent, wenn es ein k gibt, so dass F* = 0.

LOSUNG:

Fo)=M = Flv)=Xv = ... = FFo)= v = 0=Xv = A=0
b) Sei A € R?*2 eine symmetrische Matrix. Die Eigenwerte von A sind reell.

LOSUNG:

A:<a b), a,b,ceR
b c

Ya(X) = (a - X)(e— X) = X~ (a+ )X +ac—

)\i:a—kci (a —c)?

2 eR
2 4 +

c) Zwei dhnliche Matrizen haben das selbe charakteristische Polynom.
Hinweis: Zwei Matrizen A, B € K™*™ heissen zueinander dhnlich, wenn es eine Matrix
S € GL(n, K) gibt, so dass B = SAS~L.

LOSUNG:

xp = det(B— \E,)

det(SAS~1 —ASS~h)

det S - det S~ - det(A — \E,)
det S - (det S)~! - det(A — \E,,)
= det(A — )\En) = XA

d) Fiir eine Matrix A € GL(n, K) gilt det(A~!) = (det A)~!.

LOSUNG:

det(A- A =detE, =1 = detA-detA™' =1 = det A™' = (det A)~!

e) Sei A diagonalisierbar und seien A, ... , A, die Eigenwerte von A. Es gilt:

det A =] A
=1
LOsuNG:

Da A diagonalisierbar ist, gibt es ein S € GL(n, K), so dass D := SAS~! eine Diagonal-
matrix ist, wobei auf der Hauptdiagonale von D die Eigenwerte von A stehen.

det A = det(S™'DS) =det S -det S~ - det D = det D = [ A
=1



Aufgabe 2 Man berechne die Determinante der Matrix
11 2
A=11 2 1
2 11
je einmal mit der Regel von Sarrus, durch Zeilen- oder Spaltenumformungen und durch

eine Laplace-Entwicklung.

LOSUNG:
Durch Zeilenumformungen wird A in eine obere Dreiecksmatrix transformiert:

12 11 2
2 1= 1 —-1|=1-1-(-4)=-4
11 |0 0 —4

N = =

Regel von Sarrus:
detA=1-2-14+1-1-242-1-1-2-2-2—-1-1-1—-1-1-1=-4
Laplace-Entwicklung nach der ersten Spalte:

2 1
11

1 2
1 1

1 2

detA=1 9 1

~1 +2 =4

Aufgabe 3 Man berechne die Determinanten folgender Matrizen:

a)

0 00 2
0 0 2 3
A= 0 2 3 4
2 3 4 4
LOSUNG:
det A = 16
b)
1 2 V2 4
0 0 1 0
B= 0 6 7 15
0 0 —6 -—m
LOSUNG:
det B = 67
Aufgabe 4 Sei A € K™*". Man zeige:
det A = det A®

Hinweis: Leibniz-Formel.



LOSUNG:
Sei A = (a;j) und B = (b;;) = A" = (aj;). Dann gilt mit der Leibniz-Formel:

det A = Z Sign(ﬂ')blﬂ(l) e bmr(n)
TESy
= Z Sign(ﬂ-)aﬂ'(l)l <o Ar(p)n
ﬂESn
= Z Sign(m)a1r—1(1) - - - A1 (n)
ﬂ'ES’n

Nun setzen wir o = 7!, dann ist sign(o) = sign(7) und es gilt:

det A? = Z sign(0)aio(1) - - - Ano(n) = det A
oc€ESnh

Aufgabe 5 Man bestimme jeweils das charakteristische Polynom, alle Eigenwerte, sowie
alle Eigenraume.

a)
1 -1 0
A=1|1 -1 -1]|, Aec®3
0 1 1
LOSuUNG:
Py=(-1)(X - (X —i)(X +1i)
)\1:1, )\Q—i, )\3——1
1 -1 -1
Eig(4,1)=C- (0|, Eig(4,—i)=C.-|-1—i|, Eig(4,i)=C-|—-1+i
1 1 1
b)
1 2 -1
B=|-14 -1|, BeQ*?
-1 2 1
LOSUNG:

A=
2 ~1
Eig(B,2)=Q-[1|+Q-| 0
0 1

Aufgabe 6 Man untersuche A auf Diagonalisierbarkeit. Man gebe gegebenenfalls ein
D € R™™ und ein S € GL(n,R) an, so dass D = SAS™! eine Diagonalmatrix ist.

5 1 -1
A=11 5 -1
00 4



LOSUNG:
Wir berechnen zunéchst das charakteristische Polynom

Xa = det(A— XE3) = (4 — X)(4— X)(6 — X)

und erhalten damit die Eigenwerte:

Damit erhélt man die Eigenrdume:

—1 1 1
Eig(A4,4)=R| 1 | +R| 0|, Eig(4,6)=R |1
0 1 0

Nun sehen wir, dass die Voraussetzungen zur Diagonalisierbarkeit erfiillt sind, denn fiir
alle Eigenwerte stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit iiberein, ausserdem
zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren. Wir kénnen beispielsweise die
folgende Basis des R? aus Eigenvektoren bilden:

1 -1 1
R? = span 11,1 11,10
0 0 1
Mit
1 -1 1 6 0 0
St=[1 1 0| ud D=]0 4 0
0 0 1 00 4

folgt dann D = SAS~!. Nun invertieren wir noch S~! und erhalten:

R
S=z-|-11 1
0 0 2

Aufgabe 7 Man bestimme eine Transformationsmatrix S, so dass J = SAS~! die Jor-
dansche Normalform zu A ist.

2 -1 -1 0
8§ -3 -5 —4
A= -4 1 3 4

3 -1 -2 =2
Hinweis: Man berechne zunichst A2.

LOSUNG:

Wir finden durch nachrechnen heraus, dass A% = 0 die Nullmatrix ist. Also hat A nur den
Eigenwert A = 0. Nun berechnen wir fiir diesen Eigenwert die ry fiir die hier gilt, dass
re = rang((A — 0E,)F) = rang(AF).

ro = rang(Ey) = 4
r1 = rang(4) =
ro = rang(4%) = 0

\]



Nun berechnen wir die Folge ¢y = 141 + rp—1 — 2r:

c1 = 0
Cy = 2
c3 = 0

Also besteht unsere JNF aus 2 Jordan-Blocken der Grosse 2.

0100
0 00O
J_OOOI
0000

Im nachsten Schritt finden wir eine Transformationsmatrix. Nun miissen wir einen Vektor
vf) € KerA?\KerA wiihlen, also beispielsweise:

1
o |0
0
Dann ergibt sich sofort vgl):
2
v%l) =(A- OE4)U£2) = Av?) = _84
3

Nun wahlen wir fiir den zweiten Jordan-Block fu§2) € KerA%\KerA so, dass 1);2) linear

(2)

unabhéngig zu v, ist. Beispielsweise also.

o

o O = O

Damit bekommen wir dann vél):
vél) = Avéz) =
-1

Diese gefundenen Vektoren schreiben wir nun in die Transformationsmatrix S~

2 1 -1 0
s7=(of” o o ) =12 0 7 o
3 0 -1 0
Zuletzt invertieren wir S—1:
00 -1 -1
1 0 -1 -2
5= 00 -3 —4
01 -1 —4



