Klassische Mechanik - Ferienkurs; Losungem
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1 Quickies

1) Gegeben sei die Lagrange-Funktion .£ = %m(RQC;)2 + $2R? sin? ©) — mgR cos ©. Welche GroBe
ist neben der Energie eine Erhaltungsgrofie?

Losung;:

a) ¢ ist eine zyklische Variable, weshalb fiir den zugehérigen kanonisch-konjugierten Impuls py =

% = mR?sin? O¢ gilt.
d dZ
iy, == = 1
i’ =y (1)

Somit ist ps eine Erhaltungsgrofe.

2 Lagrange Gleichung 1. Art

2.1 Perle auf Schraubenlinie

Fine Perle gleite reibungsfrei auf einer Schraubenline mit Radius R. Die Gravitationskraft wirkt in
negative z-Richtung. Berechne den Bewegungsablauf und die Zwangskrifte.

Losung;:

Die Lagrangefunktion und die zwei Zwangsbedingungen lauten in Zylinderkoordinaten

£ = %(22 + 72 + 7“2¢'>2) —mgz (2)
r—R= (3)
z—ap=20 (4)
=>mi+mg=>X =2, (5)
mit —mr¢? =\ = Z, (6)
mrtd + 2mrig = —ady = Zy (7)
Finsetzen der Nebenbedingungen in die Bewegungsgleichungen liefert
m(ag + g) = Ao (8)
—mRé2 =)\ 9)
mR2) = —ako (10)
Aus den Gleichungen (8), (10) folgt:
. ga
_ 11
¢ a’® + R? (11)
mgR?
= 12
Az a’? + R? (12)
Wir integrieren Gleichung (11) fiir die Anfangsbedingung ¢(0) =0:
. ga
=7 ¢ 13
und erhalten mit Hilfe der Gleichung (9)
_ 9a  \2,2



2.2 Perle auf spiralformigem Draht

Eine Perle der Masse m gleite reibungsfrei auf einer 3-dimensionalen Spirlae. Die Gravitation werde
vernachlassigt.
Stelle die Bewegungsgleichung auf.

Losung:

Die beiden Zwangsbedingungen und die Lagrangegleichung lauten:

fl(Z,T',¢):¢—CLZ:0, f2(277’7¢):?"—b220 (15)
L =T =V = () +7 412 (16)
= mzi= —a)\l — b/\g = ZZ (17)
mi — mr® = Ay = Z, (18)
d, o
el — M\ =27 19
mo (r<o) 1 P (19)
2.3 Schiefe Ebene
Eine Scheibe gleite reibungslos unter dem Einfluss der homogenen Schwerkraft F = —mge, auf
einer schiefen Ebene
z=azx+ by (20)

a) Formuliere die Bewegungsgleichungen (Lagrange-Gleichungen 1. Art) unter dieser Zwangsbedin-
gung .

b) Bestimme den Lagrange-Multiplikator A als Funktion der Koordinaten und Geschwindigkeiten
mittels der Bewegungsgleichungen und der Zwangsbedingung.

c¢) Eliminiere A\ aus den Bewegungsgleichungen und gib die Losungen an.

Losung;:
Die Zwangsbedingungen und die Bewegungsgleichungen lauten:

flz,y,2) =ax+by—2=0 (21)
m:’é—/\a—f—/\a (22)

= A=

. \Of
my—)\a—y—)\b (23)
m'z’——mg—l—/\gi——mg—/\ (24)

Unter Verwedung z = ax + by in der letzten Gleichung erhélt man

mz = ami 4+ bmijj = (a*> + b¥*)\ = —mg — A (25)
mg
14 a2+ b2 (26)



ga

mx = —mi1 NpC T (27)
. b
=TT e 2 28
= (29)
. ga 12
z(t) = z(0) + z(0) — T2 22 (30)
) gb 12
y(t) =y(0) + 4(0) — T2 r22 (31)
z(t) = ax(t) + by(t) (32)

2.4 Atwoodsche Fallmaschine 1

Berechne die Spannung des Seils, das iiber die Rolle mit Masse my gelegt ist.
Hinweis: Uberlege zunéchst, welche der vier Koordniaten x1,.., £4 zwangsmiflig als unabhéngig
anzusehen sind.

Losung;:
Grundsétzlich kénnen wir mit vier unabhéngigen Variablen z; bis x4 arbeiten. Zwangsbedingungen
und Lagrangefunktion lauten:

1 + 29 = const (33)
(x3 — x2) + (x4 — x2) = const (34)
4
m; .
L= 2(72%2 — gm;;) (35)
i=1

Da die Fadenspannung des oberen Seils, die fiir die Zwangsbedingung (33) verantwortlich ist, nicht
gefragt ist, konnen wir xo wegen Gleichung (33) als abhéingige Variable ansehen und bzgl x2 m mit
dem Lagrangeformalismus 2. Art arbeiten. Wir erhalten die Lagrangefunktion als Funktion der drei
Koordinaten x1, x3, x4 und ihrer Zeitableitungen:

myp +ma . ms . m
BER R R

L = 5

azi + g[(m1 — m2)x1 + m3xs3 + m4:1;4] (36)

Neben der Lagrangefunktion existiert jetzt nur noch eine Zwangsbedingung:

x3 + x4 + 221 = const (37)
= (m1 + mg).fl — g(m1 — mg) =2\ (38)
m3(E3 —g)) = A (39)
my(Es — g)) = A (40)
Wir setzten die Zwangsbedingung (37) in Gleichung (40) ein:
—m4(i’3 + 2% + g) = (41)



Aus den Gleichugen (38), (39) und (41) folgt

PO (ma + 4#34)9 S mamy (42)
my + (ma + 4p3s) mg + my
Die Spannung des Seils betrigt
g m1 — (ma + 4p34)
A==Z|(mi+m +mo —m 43
5 [(m1 2)m1+(m2+4u34) 2 — mi] (43)

3 Lagrange Gleichung 2. Art

3.1 Rollpendel

Der Aufhéngepunkt m, eines ebenen Pendels der Léange | und der Masse ms rollt reibungsfrei auf
der x-Achse. Stelle die Bewegungsgleichungen auf.

Losung:

L =T -V =L} + 225+ 33) + moys (44)
xo=x1+1sing , yo = —lcos ¢ (45)
N %ﬁ + %(m‘% + 1202 + 21 cos ) + mgl cos ¢ (46)
do¥ 0% . -~ ‘9
i — i = 4
@i i om (m1 +ma)i1 + mal(¢cos g — ¢~ sing) = 0 (47)
Z%j—%?::mgl(lqlﬁ-—i—i‘lcosé%—gsingb):o (48)

3.2 Abrutschendes Seil

Ein vollkommen biegsames, homogenes Seil (Gesamtlinge | und Masse p pro Léngeneinheit) hingt
zu einem Teil der Lénge a iiber die Kante eines Tisches. Es wird in dieser Lage zur Zeit t = 0
losgelassen und fangt an, unter dem Einfluss des homogenen Schwerefeldes g = —ge, reibungsfrei
iiber die Tischkante abzugleiten.

a) Betrachte die hingende Linge des Seiles x(t) als generalisierte Koordinate und gib die poten-
tielle und kinetische Energie des Seils an. Stelle die Lagrange-Funktion des Systems .Z(x, ) auf.
Die Tischoberfliche liege bei x = 0.

b) Formuliere die Bewegungsgleichung fiir x(t) und gib die Losung fiir den Fall 2(0) = a,£(0) =0
an.

c) Wie grof ist die Geschwindigkeit des Seils, wenn das hintere Seilende die Tischkante ereicht hat?

Hinweis: Es gilt cosh?x — sinh?z = 1.
Losung;:



Sei p die Seilmasse pro Léngeneinheit. Dann gilt:

T= %l:# (49)

V= —pg/o 2'dr’ = —ggazz (50)
- %(12 + %:ﬁ) =0 (51)

- % =0 (52)

b) Die Losung der Bewegungsgleichung ist 2(t) = AeM+BeM mit A = ﬁ . Die Anfangsbedingungen
2(0) = a undz(0) = 0 ergeben:

x(t) = acosh At (53)

Die Bewegungsgleichung fiir das abrutschende Seil

i = %x (54)
kann direkt mit der Bewegungsgleichung des harmonischen Osillators
k
P=—— 55

verglichen werden. Der wesentliche Unterschied ist das Vorzeichen auf der rechten Seite. Bei Oszil-
lator zieht die Feder die Masse zuriick in die Gleichgewichtslage, sodass eine Schwingung entsteht.
Beim Seil zieht die Schwerkraft das Seil immer weiter und schneller von der Ausgnagslage weg.

z(t) =a cosh(ﬁt) (56)

c¢) Der Zeitpunkt tg, bei dem das Seilende die Tischkante erreicht, ist gegeben durch

z(tg) = acosh(\/?tE) =1 (57)

Die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt tg ist gegeben durch

#(tp) = ﬁasinh(ﬁt;;) = ﬂa\/coshQ(ﬁtE) 1= gam (58)

3.3 Abrollender Zylinder

Zwei homogene Zylinder mit Massen m1, ms , Radien r1, ro und Tréigheitsmomenten I; = mlr% /2,
I = mor2/2 sind mit einem Faden umwickelt. Die Achse des Zylinders 1 ist reibungsfrei gelagert.
Der Zylinder 2 féllt im Schwerkraftfeld senkrecht nach unten.

Stelle die Bewegungsgleichungen auf und berechne die Fadenspannung.



Losung;:
Zwangsbedingung: x2 = const 4+ r1¢1 + 1202

mir? . mars . m . .
L = =0+ R 08 (1 4 r20d)” +mag(ridn + o) (59)
= (71 +m2)r1g1 + marade — mag =0 (60)
3 . .
gMarady + marigy — mag =0 (61)
. 2m2g . 2mlg
=¢=— = = 62
1 (3m1 + 2m2)7'1 02 (3m1 + 2m2)7"2 ( )
Auf Zylinder 1 wirkt das Drehmoment
N =Fr, =1 (63)
mit F als Fadenspannung und [; = %r%
m1msy
=>F=— 64
3mqi + 2moy ( )

3.4 Atwoodsche Fallmaschine 2

In eine Atwoodsche Fallmaschine mit zwei gleichen Massen m, einem masselosen Seil der Linge
L und einer masselosen Rolle mit Radius R ist eine Feder mit der Federkonstanten k und Gleich-
gewichtsldnge 1 eingebaut. Die Massen konnen sich nur in der Vertikalen bewegen und sind dem
Schwerefeld —ge, ausgesetzt.

a) Stellen Sie die Lagrange-Funktion des Systems auf, wobei die Hohen der Massen gegeniiber der
Rollenachse mit z; und z9 bezeichnet werden.

b) Geben Sie die Bewegungsgleichungen an und bestimmen Sie die allgemeine Losung.

c¢) Unter welcher Bedingung enthilt die Bewegung beider Massen keinen oszillierenden Anteil?

Losung:
a) Die Linge der Feder ergibt sich zu

s=—z1—2z2+7R—-L (65)

Die Spannenergie der Feder ist damit Epege,r = %(s —1)2. Mit der neuen Konstanten L' = L+1—7R
erhalten wir daher

k
£ = %z% + %z% — mgz — mgza — 5(21 + 29+ L')? (66)
b) Die Euler-Lagrange Gleichungen lauten
do¥ 0%
el = 67
dt 0%; 0z; ( )
mz; = —mg —k(z1 + 22 — L) (68)



Die Bewegungsgleichungen lauten in Matrixschreibweise mit u = (21, 22), f = (—g— knLll, —g— %L/)t

11
k
und A = = (1 1)
i+ Au = f (69)
A hat die Eigenwerte 0 und % mit Eigenvektoren uy = (1, —1)" und ug = 3(1,1)". Damit erhalten
wir fiir die Koordinaten u; = % und ug = #1522 das entkoppelte System
i =0 (70)
g + —uUp = —g — — (71)
m

Eine partikulidre Losung fiir us erhélt man durch den Ansatz us = const, sodass sich als allgemeine
Losung ergibt

Uy = c1 + teo (72)

__am 2 in(y/ 2
T L2 + c3 cos( mt)+04s1n( mt) (73)

Fiir die Koordinate z; ergibt sich damit

IO N A

z1 = c1 +teo ok 2—|—03cos( mt)+04sm( mt) (74)
R L 2k iy ) 2F
29 = —c1 — teg ok 2+C3cos( mt)+0451n( mt) (75)

Die Integrationskonstanten ¢; mit ¢ € 1,...,4 ergeben sich aus den Anfangsbedingungen

z%o) =c1+c3— % —L'2 (76)
zgo):—cl—c—:a—%—ﬂz (77)
20— ¢y 4 qﬁ (78)
z':éo) =—co+ 04\/2 (79)
insbesonder zu
" Z%O) 4 Zéﬂ);_ % +L (80)
e = (4" +4") (81)

8k



c¢) Die Die Bewegung beider Massen enthélt keinen oszillierenden Anteil, wenn C3 = Cy = 0 und
somit, wenn gilt

—z%o) - zéo) = % + gL’ (82)

4" = -z (83)

was anschaulich klar ist. Die Feder muss genau die Gleichgewichtslidnge im Schwerefeld haben und
beide Massen miissen sich mit der selben Geschwindigkeit 1ldngs der Fallmaschine bewegen.
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