Klassische Mechanik - Ferienkurs; Ubungen

Sommersemester 2011, Prof. Metzler
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1 Quickies

1) Gegeben sei die Lagrange-Funktion % = %(RQ(;)2 + ¢?R?sin® ©) — mgR cos ©. Welche Grofe ist
neben der Energie eine Erhaltungsgrofie?

2 Lagrange Gleichung 1. Art

2.1 Perle auf Schraubenlinie

FEine Perle gleite reibungsfrei auf einer Schraubenline mit Radius R. Die Gravitationskraft wirkt in
negative z-Richtung. Berechne den Bewegungsablauf und die Zwangskréfte.

2.2 Perle auf spiralformigem Draht

FEine Perle der Masse m gleite reibungsfrei auf einer 3-dimensionalen Spirlae. Die Gravitation werde
vernachléssigt.
Integriere die Bewegungsgleichung und berechne das Zwangsmoment Z

2.3 Schiefe Ebene

Eine Scheibe gleite reibungslos unter dem Einfluss der homogenen Schwerkraft F = —mge, auf
einer schiefen Ebene

z=uazr + by (1)

a) Formuliere die Bewegungsgleichungen (Lagrange-Gleichungen 1. Art) unter dieser Zwangsbedin-
gung .

b) Bestimme den Lagrange-Multiplikator A als Funktion der Koordinaten und Geschwindigkeiten
mittels der Bewegungsgleichungen und der Zwangsbedingung.

c¢) Eliminiere A\ aus den Bewegungsgleichungen und gib die Losungen an.

2.4 Atwoodsche Fallmaschine 1

Berechne die Spannung des Seils, das iiber die Rolle mit Masse mq gelegt ist.
Hinweis: Uberlege zunéchst, welche der vier Koordniaten z1,.., x4 zwangsméfig als unabhéngig
anzusehen sind.

3 Lagrange Gleichung 2. Art

3.1 Rollpendel

Der Aufhéngepunkt m, eines ebenen Pendels der Lénge [ und der Masse ms rollt reibungsfrei auf
der x-Achse. Stelle die Bewegungsgleichungen auf.



3.2 Abrutschendes Seil

Ein vollkommen biegsames, homogenes Seil (Gesamtlinge 1 und Masse p pro Lingeneinheit) hingt
zu einem Teil der Lénge a iiber die Kante eines Tisches. Es wird in dieser Lage zur Zeit t = 0
losgelassen und fingt an, unter dem Einfluss des homogenen Schwerefeldes g = —ge, reibungsfrei
iiber die Tischkante abzugleiten.

a) Betrachte die hingende Linge des Seiles s(t) als generalisierte Koordinate und gib die potentiel-
le und kinetische Energie des Seils an. Stelle die Lagrange-Funktion des Systems .Z(x, &) auf. Die
Tischoberfliche liege bei x = 0.

b) Formuliere die Bewegungsgleichung fiir x(t) und gib die Losung fiir den Fall 2(0) = a,4(0) =0
an.

c) Wie grof3 ist die Geschwindigkeit des Seils, wenn das hintere Seilende die Tischkante ereicht hat?

Hinweis: Es gilt cosh?z + sinh’z = 1.

3.3 Abrollender Zylinder
3.4 Atwoodsche Fallmaschine 2

In eine Atwoodsche Fallmaschine mit zwei gleichen Massen m, einem masselosen Seil der Linge
L und einer masselosen Rolle mit Radius R ist eine Feder mit der Federkonstanten k und Gleich-
gewichtslédnge 1 eingebaut. Die Massen konnen sich nur in der Vertikalen bewegen und sind dem
Schwerefeld —ge, ausgesetzt.

a) Stellen Sie die Lagrange-Funktion des Systems auf, wobei die Hohen der Massen gegeniiber der
Rollenachse mit z; und z9 bezeichnet werden.

b) Geben Sie die Bewegungsgleichungen an und bestimmen Sie die allgemeine Losung.

c¢) Unter welcher Bedingung enthilt die Bewegung beider Massen keinen oszillierenden Anteil?

Zwei homogene Zylinder mit Massen m1, ms , Radien r1, ro und Tréigheitsmomenten I} = mlr% /2,
I = mor?/2 sind mit einem Faden umwickelt. Die Achse des Zylinders 1 ist reibungsfrei gelagert.
Der Zylinder 2 féllt im Schwerkraftfeld senkrecht nach unten.

Stelle die Bewegungsgleichungen auf und berechne die Fadenspannung.

In eine Atwoodsche Fallmaschine mit zwei gleichen Massen m, einem masselosen Seil der Linge
L und einer masselosen Rolle mit Radius R ist eine Feder mit der Federkonstanten k und Gleich-
gewichtslidnge 1 eingebaut. Die Massen konnen sich nur in der Vertikalen bewegen und sind dem
Schwerefeld —ge, ausgesetzt.

a) Stellen Sie die Lagrange-Funktion des Systems auf, wobei die Hohen der Massen gegeniiber der
Rollenachse mit z; und z9 bezeichnet werden.

b) Geben Sie die Bewegungsgleichungen an und bestimmen Sie die allgemeine Losung.

c) Unter welcher Bedingung enthilt die Bewegung beider Massen keinen oszillierenden Anteil?



