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1 Quickies

1) Geben Sie die Corioliskraft an, die in einem mitbewegten Bezugssystem auf einer mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit w rotierenden Scheibe wirkt.

Losung:

Fo = 2mud (1)
2) Wie lassen sich Zentrifugalkraft Fz = —md x (& x r) und Trégheitskraft der Rotationsbeschleu-
nigung F,,; = —m& X r durch Beobachtung im mitbewegten Bezugssystem unterscheiden?
Losung;:

F.,; ist stets senkrecht auf r, wihrend Fy - r nur verschwindet, wenn bereits Fz = 0. Zu beachten
ist allerdings, dass im lokalen Bezugssystem normalerweise r nicht bekannt ist, so dass dies nicht
zur experimentellen Trennung der beiden Krifte herangezogen werden kann.

3) Welche Kraft ist notig, um einen Wagen der Masse m = 3,1 10*kg, der sich mit der Geschwin-
digkeit v = 200km/h bewegt, auf einer Kreisbahn mit Radius R = 5,0km zu halten?

Losung:

&
I
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und damit

2
F:|FZ]:m]w(wxr)]:m%:19k;N (3)

4) Ein Korper gleite reibungslos in der x-y-Ebene auf einer rotierenden Scheibe vom Zentrum zum
Rand. In welche Richtung wird der Koérper durch die Corioliskraft im mit der Scheibe mitgedrehten

Koordinatensystem abgedrangt, falls sich die Scheibe (von oben gesehen) im Uhrzeigersinn dreht?

Losung:

Ub=—-we,, v=uve,, Fo = =2m(J x v) = 2mowey = links (4)

2 Keplerproblem

Berechne die geometrische Bahn r(¢) fiir das wichtigste Zentralkraftpotential, das Keplerpotential
V() = —ymm — 2.
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Wir substituieren u = % und erhalten

/ \/2mE + ZnEaU u2

L2

mit Hinweis ergibt sich das Integral zu
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2EL
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Auflésen nach r = u=1 liefert:
1 mao pi
r(¢) = .2 [1 - 1+ 2 COS(¢ - ¢0)]
Mit
2
p 2F 2
p = i € = ]_ 3
mao mao

und mit ¢g := ¢o + 7 lautet die Bahngleichung

r

1_ ]1)[1 + ecos(¢ — ¢o)]

(10)

Dies ist die Gleichung eines Kegelschnittes, dessen einer Brennpunkt im Koordinatenursprung und

daher im Kraftzentrum liegt. Der Winkel ¢g kennzeichnet da Perihel.

3 Effektives Potential

3.1 Keplerpotential

Untersuche das effektive Potential des Keplerproblems.
Losung;:

Drei Félle sind zu unterscheiden:



e I/ = FE; > 0: Ein Teilchen, das auf das Kraftzentrum zulduft hat die Geschwindigkeit

= 2B Vegsr) (1)

Im Punkt r; kommt die Radialbewegung zur Ruhe, das Teilchen kehrt um und lduft ins
Unendliche.

Der Abstand r; wird nicht unterschritten, da die kinetische Energie nicht negativ werden
kann. Lediglich fiir L = 0 stiirtzt das Teilchen ins Kraftzentrum.

e I3 < FE < 0: Die Bahn ist finit und beschriebt einen gebundenen Zustand; das Teilchen lduft
zwischen den beiden Umkehrpunktenr] und 75 hin und her. Allerdings kénne wir hier nicht
feststellen, ob die Bewegung offen oder geschlossen ist oder ob die Bahn ein ellipsenférmiges
oder andersartiges Aussehen hat.

o £=F;3= —%: Die Gesamtenergie E ist gleich dme Minimum von V¢ ¢(r).
Die kinetische Energie %mf“Q der Radialbewegung verschwindet. Die Bahn bildet einen Kreis
mit Radius rg. Der Radius r¢ ergibt sich aus

dVeCJl”f(T) -0 (12)
r 0
zu (13)
L2
= 14
"o mao ( )

3.2 Lineares Potential

Untersuche das effektive Potential eines linearen Potentials.

Losung;:

L2
Vers(r) =+ 5 (15)
hat an der Stelle
L2 .
= (=3 16
70 (m7)3 (16)
das absolute Minimum
. 3, 92L% 1
eif = 5l - )3 (17)

Zwei Bahntypen sind zu unterscheiden:
o K =F > Ve’}”‘}" Das Teilchen lauft zwischen den Umkehrpunkten 71 und 75 hin und her.

e F=F)= VZ}”‘}" Es liegt eine Kriesbewegung mit r = rg vor



4 Beschleunigtes Bezugssystem; Corioliskraft

In der horizontalen Ebene rotiert ein gerader Draht um den Koordinatenursprung mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit w . Auf dem Draht gleitet reibungsfrei eine Perle.

Die Perle wird durch die Rotation nach auflen geschleudert, wobei ihre kinetische Energie immer
stédrker ansteigt. Diskutiere die Ursache des Energiegewinnes in einem rotierenden Koordinatensys-
tem, dessen x’ Achse auf dem Draht liegt.

Losung;:
Der Draht muss offensichtlich auf die Perle eine Kraft Fp ausiiben, die eine Arbeit verrichtet. Wir

bestimmen Fp mit der Bewegungsgleichug fiir ein rotierendes System:

ma' =Fp — 2m@ x v/ — md x (& x r) (18)

maze)] = Fp — 2md x i€] — m@ x (& x (xe)])) = Fp — 2mwiel + mw?z'e? (19)

Da Fp in y’ Richtung zeigt, ist die Gleichung nur richtig fiir
2/ (20)

Fp = QmWfbe,Q = Fooriolis (21)

mi’ = mw

Der Draht fangt die Corioliskraft ab. Da der von der Perle zuriickgelegte Weg eine Komponente in
y’ Richtung gat, leistet Fp eine Arbeit, die gleich dem Energiegewinn der Perle ist.

5 %2 Potential

Betrachte die Bewegung eines Massepunktes der Masse m im Potential

V(r)=—-= (22)
(a) Skizziere das effektive Potential fiir die Félle
i) L? > 2ma, E > 0 und
ii) L? < 2ma, E > 0

(b) Bestimme in beiden Féllen aus (a) jeweils die radiale Koordinate r als Funktion des Winkels ¢
sowie die Zeit t als Funktion von r . Welche Bewegung fiithrt der Massepunkt aus?

Hinweis: [ ﬁdw = arcsin(%)

Losung:
Als effektives Potential bezeichnet man diejenige Funktion V.t ¢(r), die den winkelabhéngigen Anteil



der kinetischen Energie und die potentielle Energie vereint. Fiir ein Zentralpotential ergibt sich mit
Polarkoordinaten in der Ebene der Bewegung

2

1 1 . 1 L
E=FEg,+V(r)= §m7"2 + imr2¢2 +V(r)= §m7'“2 + 52 + V(r) (23)

wobei wir benutzt haben, dass L = mr2¢p erhalten ist.
(a) Fiir das gegebene Potential gilt konkret
L o L7 1
v _ (L _a= 24
r1(r) 2mr? 2 (Qm @) 72 (24)

Es ergibt sich also wieder ein %2 -Potential mit i) positivem bzw. ii) negativem Vorfaktor.
(b) Erhaltungssétze stellen oft einen einfacheren Weg zur Losung eines Problems dar als die Bewe-
gungsgleichungen, welche stets zweiter Ordnung sind. Der Energieerhaltungssatz lautet

T, 1 ., L2 1
const. = F = §m7“ + Veff(T) = §mr + (% - 04)7?2 (25)

und liefert einen Zusammenhang zwischen 7 und r ohne weitere Ableitungen.

polp (2 2l (26)

i) Gleichung 26 kann durch Trennung der Variablen integriert werden, um t als Funktion von r zu
erhalten. Da wir nur an Zeitdifferenzen interessiert sind, lassen wir das Integral unbestimmt.

1
t(r) ==+ / - dx (27)
VEE- (& - 1))
. . o L2-2
Der Integrand vereinfacht sich durch Einfithrung von b = =5 * zu

m 1 m b 1 /m L2
1) =ty e [ ——dr = oy 1= = =y [ o Er2 b — P
(r) QE/ I o Yo 2o EV Ve YT o, (28)

Um ¢(r) zu berechnen, verwenden wir Drehimpulserhaltung und driicken % mit Hilfe der Ketten-
regel durch j—; aus.

const = L = mr’¢ = mrz@f“ (29)

dr

d¢

4 und 7 ohne weitere Ableitungen.

woraus wir mit 26 einen Zusammenhang zwischen

d 1
ld—; - ir2\/ 2mE — (L? - 2ma)—) (30)



Auf diese Weise erhalten wir wieder eine Differentialgleichung, die wir durch Trennung der Variablen
integrieren kénnen, wobei das Vorzeichen von 7 noch festgelegt werden muss. Wir erhalten fiir den
Winkel

" L
o) =+ [ G31)
ro xQ\/QmE — (L? — 2ma) )
wobei wir eine Integrationskonstante ro in Form der Integralgrenze eingefiihrt und ¢(r¢) = 0 gesetzt

haben. Der Integrand vereinfacht sich durch Einfithrung der charakteristischen Léinge a = 4/ %

zu

+ L ' L d
= x
V2me Jr, 2271 — %

T

¢(r) (32)

Durch die Substitution mit der dimensionslosen Variable u = £, Z—Z = —-% bringen wir das Integral
in die Form des Arcussinus-Integrals aus dem Hinweis. Fiir r < a ist der Integrand komplex, wir
wéhlen daher die Integrationskonstante am unteren Rand des zuléssigen Bereichs ro = a, was
gleichzeitig das positive Vorzeichen fixiert, und erhalten

L Foo1 L
r)=— du =
(r) a\/W/l V1—u? aVv2mFE

Invertieren dieser Beziehung ergibt

o (g — arcsin(;)) (33)

a “ L2 —2ma
2mE
r= = —— = (34)
Sm(% — QLmqu) 005(%@ cos /1 — 22"20‘
ii) Die analoge Umformung zu Fall i) mit der charakteristischen Linge a = 2”;317}2 ergibt, wobei

wir hier rg — oo wihlen und daher das negative Vorzeichen wihlen miissen,

a 1 L a
r) = it duy = ———=-— 35
¢(r) aV2mE 0 V1 + u? avV2mEr (35)

Invertieren der Beziehung ergibt

[ 2ma—L2

sinh ¢ 22126“ -1

T =

Im Fall i) kann sich der Massepunkt dem Ursprung nur bis auf ndhern und lduft dann nach r — oo.
Im Fall ii) fallt der Massepunkt auf einer Spiralbahn ins Zentrum. Dabei lduft er beginnend beim
Abstand r unendlich oft um (¢ — 00), erreicht den Ursprung aber nach endlicher Zeit

1 /m L? L?
N B 2 _ = _ _ =
ot 5 (\/ET + « 5 « ) (37)



