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Aufgabe 1 Laplace Transformation

Losung:
a) Zeigen Sie dass fiir die Laplace-Transformierte der n—ten Ableitung gilt:

dx™

L F @) = 2" () = 3 D0
j=1

Die Giiltigkeit der Formel lasst sich mittels vollstandiger Induktion zeigen:

e Induktionsanfang: Fiirn =1

o o

E%f(x) = /dx exp(—zz%f(z) = exp(—zx)f(z)|80 + Z/exp(—zx)f(:c)dz =—f(0)+ zf(2)

0 0

e Induktionsschritt n — n + 1

dn+1 7 dn+1 Ne dn o 7 n
Emf(x) = /dx exp(—zx) g f(z) pt exp(—zx) dx”f(x) . + z/dac exp(fzx)x—nf(x) =
0 0
n n+1
)+ 2 | 2" f(2) - Zf(jfl)(O)z"*j =" f(z) — Z FUTD(0)n I
j=1 j=1
b) Berechnen Sie:
_ L oo L fep(i-2)n) ep(—(+2n)]* 1 1
(Leos(x)) (2) = /dx exp(fzx)i (exp(iz) + exp(—iz)) = 5 [ o T2 LC_O =57

0
¢) Benutzen sie die Laplace-Transformation um die folgende Differentialgleichung zu lsen
y" () = 5y'(x) + 6y(z) = 0
Die Transformation liefert
#(2) = 2y(0) = y/'(0) = 5(25(2) — y(0)) + 65(2) = 0
2y(0) +¢'(0) — 5y(0)

= U =
9(z) 22 —-52+6
Mittels der Partialbruchzerlegung
0 +y(0)-5(0) A B
22 —-52+9 Cz2-2 z-3

lasst sich dies zerlegen in

3(z) = —y/((i) _+23y(0) n y’(O)Z: 2@/(0)

Vergleicht man dies mit dem Ergebnis fiir die Transformation einer Exponentialfunktion so erhélt man

y(x) = (3y(0) — y/'(0)) exp(22) + (y'(0) — 2y(0)) exp(3x)



Aufgabe 2 Separation der Variablen
Losung;:
a) x(t)i(t) = 12t2
x(t)dr = 12t3dt =22(t) =8 +c  x(t)=+V83 +¢

b) #(t)(z(t) +1)2+t3=0

) 1/3
(x(t) + 1)%dx = —t3dt = —(z+1)?°= _Zt4 +c —xz(t) = (c - it4) -1

W =

c) t7t= 0 -ﬁ-ﬁ
@(t) = In(t)t" + ' = In(t) exp(tIn(t)) + exp(t In(t))

Mit der Substitution
u = tln(t); du = dt(In(t) + 1)

lasst sich das Integral 16sen

x = /duemp(u) —zt)=t+c

Aufgabe 3 Integrierender Faktor

Finden Sie ein integrierenden Faktor um die folgende Differentialgleichung zu losen:
2+ 2 (t) +t +te(t)(t) =0

Losung:
o(t)(z(t) +ti(t)) = —t* —t
Leitet man tx(t) nach t ab:
%(tw(t)) = x(t) + ta(t)

Der Integrierende Faktor ist also in diesem Fall t. Substituiert man ¢tz (t) = u(¢) so erhdlt man
u(t)(u) = —t* — ¢

Mittels Separation der Variablen folgt die Losung der DGL zu

_ j[\/—18154 — 2483 + ¢
B 6t

x(t)

Aufgabe 4 Potenzreihenansatz

oo
z(t) = Z ant”
n=0

a) (1+2t)a(t) +2z(t) —1 =0, 2(0) = 0 Lésung: Aus der Anfangsbedingung folgt sofort ag = 0
Setzt man nun den Ansatz in die DGL ein so erhalt man

o] o0
(1+2t) Z apnt” "t 42 Z ant" —1=0
n=1 n=0

o0 o o
Za,mt”fl + 22 apnt”™ + ZZ apt™—1=0
n=1 n=1 n=1

Bei der letzten Summe wiirde die Anfangsbedingung benutzt. Andert man nun in der 1. Summe den
Summationsindex n — n 4+ 1 und nimmt das 1. Element aus der Summe hinaus, so erhélt man

(a1 — 1)+ i((n + Dans1 +2(n+ 1)a,)t" =0

n=1



Hieraus folgt
a] — 1=0

((n+1Dapt1 +2(n+1)a,) =0 firn > 1
Die gesuchte Losung ist also

o0

b)) = (-1 = ey (2 =
n=0

n=1

t
142t

Diese existiert nur fiir ¢t < %!

b) ti(t) = (t + 2)x(t), z'"(0) = 1 Einsetzen des Ansatzes in die DGL liefert

o o oo
0= Z na,t" — Z ant"tt —2 Z ant”
n=1 n=0 n=0

Verschiebung des Summationsindexes bei der 2. Summe und Herausnehmen des 0. Elementes aus der 3.

Summe liefert
o0 oo o0
—2ag + Z nap,t" — Z ap_1t" — 2 Z ant"
n=1

n=1 n=1
Es folgt also
(n—2)an = an—1

CLO:O

a():0:(1—2)a1 a1:0

1
ar =0=(2-2)as az =5 Aus Anfangsbedingung!

11
Ay = = ——
2(n—2)!
I 1 I t"2 1,
= x(t) = = == =t t
z(t) 2;(71—2)! 27;0 o~ gt expl)

Aufgabe 5 Fizpunkte
Finden Sie fiir die folgenden Differentialgleichungen alle Fixpunkte und untersuchen Sie deren Stabilitit

a) d=a2+2y—4

Y= —2xy
b) & = sin(x)
Losung:

a) (i) Bestimmung der Fixpunkte
0=a2+2y—4
0=—-2zy = x = 0 oder y = 0 mit der 1. Gleichung folgen dann die Fixpunkte P; = (0,2), P» =
(27 O)’ P = <_27 0)

(ii) Bestimmung der Jacobi-Matrix

J(f)(@,y) = <_2§y _223:)

(iii) Damit ergibt sich fiir die Fixpunkte:
P Al = +i2v/2 = elliptischer Fixpunkt
Py A1,2 = +4 = hyperbolischer Fixpunkt
Hier war ein Fehler im Skript hyperbolische Fizpunkte sind definiert durch:
Im()\;) < 0Vj A3i,j: ReX;j) >0, Re);) < 0 der Fixpunkt ist hyperbolisch
P Ao =214 = hyperbolischer Fixpunkt



b) Fiihrt man ein v = & so erhdlt man:
T=v
0 = sin(z)
Die Fixpunkte ergeben sich also zu v = 0;x = k7, k € Z Die Jacobi-Matrix lautet

I = (o) o)

cos(z)

Fiir gerade k lauten die Eigenwerte also A/, = +1 = hyperbolischer Fixpunkt
Fiir ungerade k lauten die Eigenwerte A/, = +i = elliptischer Fixpunkt

Aufgabe 6 Existenz der Losung

Fiir welche der obigen Differentialgleichungen existieren globale Losungen?
Losung:
1¢),4b),5Db)



