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Aufgabe 1.

Losung: Da {(z,y): 22+y? < 1} kompakt ist und f stetig ist, existiert ein Minimum. Die Minimalstelle
liegt nicht im Inneren {22 + y? < 1}, da grad f(z,y) = (4,2y) # 0 ist fir alle (z,y) € R2. Alle
Minimalstellen miissen also auf dem Rand {(z,y): 22 + y?> = 1} liegen. Notwendig ist also, dass
ein A € R mit

grad f(z,y) = Agrad h(z,y)

existiert, wobei h(z,y) = 22 + y? — 1 ist. Es ist also
4=X-2z, 2y=X-2y, l=2a2+¢>

zu 16sen, da grad h(z,y) # 0 auf {22 + y? = 1} gilt. Es ist A # 1, sonst wire 4 = 2z, also z* > 1.
Damit aber folgt aus der zweiten Gleichung y = 0. Daher ist z € {—1,1}. Wegen

f(=1,0) = —4, f(1,0)=4

folgt nun, dass das Minimum an der Stelle (—1,0) angenommen wird.

Aufgabe 2.

Losung: Man kann 0.B.d.A. 0 < 2 < a,0 <y < bund 0 < z < ¢ annehmen. Aufgrund der
Kompaktheit existiert folglich das Minimum. Weiter ist offensichtlich, dass an der Maximalstelle so-
gar 0 <z <a,0<y<bund 0 < z < c gelten.
a) Es ist
A A A
f(@,y,2) = Aglz,y, 2) = Buyz — 2" = 5y" — 52"+ A

Folglich ist der Gradient genau dann gleich 0, wenn

. 2) 2 ) 9y
(1) 8yz — —x = 0,M8zz— —y und 8zy— —2z=0.
a b2 c?

\ 2 2
2825 (2) 2By, e (2)'= ()
8x<2/\ W)=Y 480 \4) T \dabe) -

2 2 2 2
() -(@m) = () -GE)-
b 4abc c 4abc
Aus der Nebenbedingung folgt damit
A\ 4
= 1 )\ == .
3 ( o bc) == 3 V3 abc
Es ergibt sich folglich die Maximalstelle i HC' wmal Ut ¢
Jlugz)=Gry2 = «é; [3 abe

Hieraus folgt

Analog folgen

(z,y,2) = —:1);\/5((1,6, c).



Aufgabe 3.

Das Gleichungssystem ist von der Form
dfzt)y_(01 x(t) n 1
dt\yt) ) \1 0 y(t) sin(t) /-

Zuerst berechnen wir das Matrixexponential.
das charakteristische Polynom ist p(A) = A\? — 1. Damit ergeben sich die Eigenwerte A\; = —1 und Ay = +1, was
auf die Eigenvektoren

(-1 (1
v = 1 ) V2 = 1
fiihrt. Damit ergibt sich ein Matrixexponential
(-1 1 et 0 —1 1\ ' 1 [e+et e—et\ [ cosh(t) sinh(t)
exp(tA) = < 1 1 ) ( 0 e ) < 1 1 ) T2 < el —e ! et fet ) - ( sinh(¢) cosh(t)
Damit ist die allgemeine Losung des homogenen Systems
z(t) _( cosh(t —to) sinh(t —to) xo \ _ [ xocosh(t —to) + yosinh(t — o)
y(t) homogen ~ \sinh(t —t5) cosh(t — tg) Yo )\ mosinh(t —tg) + yocosh(t —tg) /)~
Jetzt berechnen wir die spezielle Losung des inhomogenen Systems

( x(t) >Spez - /texp((ts)A)C(S)dS

- / (o= e Y (1Y

[ (e camie s o,

to
_ ( X % (—sin(t) + (2 + cos(to)) sinh(t — o) + sin(to) cosb(t —tg)) ) ,
5 (=2 —cos(t) + (2 4 cos(tg)) cosh(t — to) + sin(to) sinh(t — o))
dabei haben wir folgende Identitdten verwendet
sinh(¢ — s) = sinh(t) cosh(s) — cosh(t) sinh(s), cosh(t — s) = cosh(t) cosh(s) — sinh(t) sinh(s).

Dann ergibt sich die allgemeine Losung

w(t)\ [ x(t) z(t)

(30) = (30 )hmgm* (3 )

( £ (—sin(t) + (2 + 2yo + cos(to)) sinh(t — to) + (51 (to) + 2x0) cosh(t — tp)) )
3 (=2 = cos(t) + (2 + 2yo + cos(to)) cosh(t — to) + (sin(to) + 2x¢) sinh(t — to))

Aufgabe 4.

Wir lesen sofort das charakteristische Polynom ab
P\ =2 +202 -\ -2,

Dieses hat die Nullstellen Ay = +1, Ao = —2 und A3 = —1. Deshalb erhalten wir
o(t) = Crexp(t) + C2exp(—2t) + Csexp(—t).

Die Konstanten C; miissen aus den Nebenbedingungen bestimmt werden. Dies fiihrt auf ein lineares Gleichungs-
system

¢(0) =0 1 1 1 Ch 0
»(0)=0 = 1 -2 -1 Cy | =10
#(1) =1 el e2 el Cs 1
Dieses LGS hat die Losungen C; = % Cy = #ﬁelm und C3 = _ﬁielﬁ)' Damit ist unsere
gesuchte Losung:
2
o(t) = ° (exp(t) + 2exp(—2t) — 3exp(—t)).

(el — 1% (e +2)



Aufgabe 5.

Das Gleichungssystem lasst sich in der Form

70 1 -2 5 ()

yt) 1= 0 -1 6 y(t)

A(t) 0 0 2 2(t)
=A

darstellen. Wit miissen also das Matrixexponential von A berechnen.
Dazu diagonalisieren wir A zuerst. Da die Matrix Dreiecksgestallt hat, ergibt sich das charakteristische Polynom
direkt

pa(N\) =det (A — A1) = (1= A)(=1 — A\)(2 = \).

Die Nullstellen hiervon sind die Eigenwerte A\; von A: \; =1, Ao = —1 und A3 = 2.
Der i-te Eigenvektoren ergibt sich durch Losen des Gleichungssystems (A — A;1) v; = 0.

1 1 1
v = 0 ) V2 = 1 ) U3 =
0 0 1

Damit erhélt man die Transformationsmatrix 7~

111 1 -1 1
T=(012], 7T7'=(0 1 -2
00 1 0 0 1

Damit kann nun das Matrixexponential berechnet werden:
el et—et 2! el e
exp(tA) = Tdiag (e',e ", e* )T ' = 0 e ! —2e7t + 2e%
0 0 et

Nun muss noch der Anfangswert eingesetzt werden und man erhélt die Losung der Differentialgleichung

z(t) el e7t—el —2e ! +4el e 1 3e?! + 2e! — 4e™!

yi) | =1 0 et —2e~! + 22t 2 | = 6e*t — 4e~!

2(t) 0 0 e?t 3 3e?t
Aufgabe 6.

Aus dem Wirkungsintegral lesen wir direkt die Lagrangefunktion ab (wir betrachten hier nur eine Dimension)

2 v?
C(x,v,t)Z—moc 1_6727

wobei wir nun die Notation v = & verwendet.

Dieses setzen wir nun in die Euler-Lagrange-Gleichung ein

J1-%+ ——

d d ¢ 2/1-2%
oc-Sopo L mow ) T 3 P
~~ dt dt v2 ( 7&)
=0 -2 c?

#0

Der Ausdruck in eckigen Klammern ist ungleich Null, darum muss
v=2=0

gelten, was eine lineare Bewegung bedeutet.



Aufgabe 7.
Wir lesen die Lagrangefunktion ab
L(p,¢,1) = m@? (1 = cos(p)) — mg (1 + cos(yp)) .

Da dieses Problem eindimensional ist, sind die Gradienten in den Euler-Lagrange-Gleichungen einfache partielle
Ableitungen.

%L = m¢?sin(p) + mgsin(p)
QL = 2m (1 —cos(y)) ¢
Damit errechnen sich die Euler-Lagrange-Gleichungen
0 d o 9 d
9, 40, _ .9 . . _ D g1 )
ook~ wag” m@”sin(p) +mygsin(p) — - (2m (1 - cos(p)) @)

= mp?sin(p) + mgsin(p) — 2msin(p)¢? — (2m (1 — cos(p))) ¢ = 0.

Umgeformt ergibt dies

1 sin(y) I sin(p) _ _
21 — cos(yp) 21 — cos(yp) '




