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Aufgabe 3.

Das Gleichungssystem ist von der Form

d

dt

(
x(t)
y(t)

)
=

(
0 1
1 0

)(
x(t)
y(t)

)
+

(
1

sin(t)

)
.

Zuerst berechnen wir das Matrixexponential.
das charakteristische Polynom ist p(λ) = λ2− 1. Damit ergeben sich die Eigenwerte λ1 = −1 und λ2 = +1, was
auf die Eigenvektoren

v1 =

(
−1
1

)
, v2 =

(
1
1

)
führt. Damit ergibt sich ein Matrixexponential

exp(tA) =

(
−1 1
1 1

)(
e−t 0
0 et

)(
−1 1
1 1

)−1
=

1

2

(
et + e−t et − e−t

et − e−t et + e−t

)
=

(
cosh(t) sinh(t)
sinh(t) cosh(t)

)
Damit ist die allgemeine Lösung des homogenen Systems(

x(t)
y(t)

)
homogen

=

(
cosh(t− t0) sinh(t− t0)
sinh(t− t0) cosh(t− t0)

)(
x0
y0

)
=

(
x0 cosh(t− t0) + y0 sinh(t− t0)
x0 sinh(t− t0) + y0 cosh(t− t0)

)
.

Jetzt berechnen wir die spezielle Lösung des inhomogenen Systems(
x(t)
y(t)

)
spez

=

t∫
t0

exp((t− s)A)ζ(s) ds

=

t∫
t0

(
cosh(t− s) sinh(t− s)
sinh(t− s) cosh(t− s)

)(
1

sin(s)

)
ds

=

t∫
t0

(
cosh(t− s) + sinh(t− s) sin(s)
sinh(t− s) + cosh(t− s) sin(s)

)
ds

=

(
1
2 (− sin(t) + (2 + cos(t0)) sinh(t− t0) + sin(t0) cosh(t− t0))

1
2 (−2− cos(t) + (2 + cos(t0)) cosh(t− t0) + sin(t0) sinh(t− t0))

)
,

dabei haben wir folgende Identitäten verwendet

sinh(t− s) = sinh(t) cosh(s)− cosh(t) sinh(s), cosh(t− s) = cosh(t) cosh(s)− sinh(t) sinh(s).

Dann ergibt sich die allgemeine Lösung(
x(t)
y(t)

)
=

(
x(t)
y(t)

)
homogen

+

(
x(t)
y(t)

)
spez

=

(
1
2 (− sin(t) + (2 + 2y0 + cos(t0)) sinh(t− t0) + (sin(t0) + 2x0) cosh(t− t0))

1
2 (−2− cos(t) + (2 + 2y0 + cos(t0)) cosh(t− t0) + (sin(t0) + 2x0) sinh(t− t0))

)
Aufgabe 4.

Wir lesen sofort das charakteristische Polynom ab

P (λ) = λ3 + 2λ2 − λ− 2.

Dieses hat die Nullstellen λ1 = +1, λ2 = −2 und λ3 = −1. Deshalb erhalten wir

φ(t) = C1 exp(t) + C2 exp(−2t) + C3 exp(−t).

Die Konstanten Ci müssen aus den Nebenbedingungen bestimmt werden. Dies führt auf ein lineares Gleichungs-
system

φ(0) = 0

φ̇(0) = 0
φ(1) = 1

⇒

 1 1 1
1 −2 −1
e1 e−2 e−1

 C1

C2

C3

 =

 0
0
1

 .

Dieses LGS hat die Lösungen C1 = e2

(e1−1)2(e1+2)
, C2 = 2e2

(e1−1)2(e1+2)
und C3 = − 3e2

(e1−1)2(e1+2)
. Damit ist unsere

gesuchte Lösung:

φ(t) =
e2

(e1 − 1)
2
(e1 + 2)

(exp(t) + 2 exp(−2t)− 3 exp(−t)) .
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Aufgabe 5.

Das Gleichungssystem lässt sich in der Form ẋ(t)
ẏ(t)
ż(t)

 =

 1 −2 5
0 −1 6
0 0 2


︸ ︷︷ ︸

=A

 x(t)
y(t)
z(t)



darstellen. Wit müssen also das Matrixexponential von A berechnen.
Dazu diagonalisieren wir A zuerst. Da die Matrix Dreiecksgestallt hat, ergibt sich das charakteristische Polynom
direkt

pA(λ) = det (A− λ1) = (1− λ)(−1− λ)(2− λ).

Die Nullstellen hiervon sind die Eigenwerte λi von A: λ1 = 1, λ2 = −1 und λ3 = 2.
Der i-te Eigenvektoren ergibt sich durch Lösen des Gleichungssystems (A− λi1) vi = ~0.

v1 =

 1
0
0

 , v2 =

 1
1
0

 , v3 =

 1
2
1


Damit erhält man die Transformationsmatrix T

T =

 1 1 1
0 1 2
0 0 1

 , T −1 =

 1 −1 1
0 1 −2
0 0 1


Damit kann nun das Matrixexponential berechnet werden:

exp(tA) = T diag
(
et, e−t, e2t

)
T −1 =

 et e−t − et −2e−t + et + e2t

0 e−t −2e−t + 2e2t

0 0 e2t


Nun muss noch der Anfangswert eingesetzt werden und man erhält die Lösung der Di�erentialgleichung x(t)

y(t)
z(t)

 =

 et e−t − et −2e−t + et + e2t

0 e−t −2e−t + 2e2t

0 0 e2t

 1
2
3

 =

 3e2t + 2et − 4e−t

6e2t − 4e−t

3e2t

 .

Aufgabe 6.

Aus dem Wirkungsintegral lesen wir direkt die Lagrangefunktion ab (wir betrachten hier nur eine Dimension)

L(x, v, t) = −m0c
2

√
1− v2

c2
,

wobei wir nun die Notation v = ẋ verwendet.
Dieses setzen wir nun in die Euler-Lagrange-Gleichung ein

∂xL︸︷︷︸
=0

− d

dt
∂vL = − d

dt

 m0v√
1− v2

c2

 = −m0


√
1− v2

c2 + v2

c2
√

1− v2

c2(
1− v2

c2

)2


︸ ︷︷ ︸
6=0

v̇ = 0

Der Ausdruck in eckigen Klammern ist ungleich Null, darum muss

v̇ = ẍ = 0

gelten, was eine lineare Bewegung bedeutet.
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Aufgabe 7.

Wir lesen die Lagrangefunktion ab

L(ϕ, ϕ̇, t) = mϕ̇2 (1− cos(ϕ))−mg (1 + cos(ϕ)) .

Da dieses Problem eindimensional ist, sind die Gradienten in den Euler-Lagrange-Gleichungen einfache partielle
Ableitungen.

∂

∂ϕ
L = mϕ̇2 sin(ϕ) +mg sin(ϕ)

∂

∂ϕ̇
L = 2m (1− cos(ϕ)) ϕ̇

Damit errechnen sich die Euler-Lagrange-Gleichungen

∂

∂ϕ
L − d

dt

∂

∂ϕ̇
L = mϕ̇2 sin(ϕ) +mg sin(ϕ)− d

dt
(2m (1− cos(ϕ)) ϕ̇)

= mϕ̇2 sin(ϕ) +mg sin(ϕ)− 2m sin(ϕ)ϕ̇2 − (2m (1− cos(ϕ))) ϕ̈ = 0.

Umgeformt ergibt dies

ϕ̈+
1

2

sin(ϕ)

1− cos(ϕ)
ϕ̇2 − g

2

sin(ϕ)

1− cos(ϕ)
= 0.
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