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Aufgabe 1 Zylinderkoordinaten, Kegelkoordinaten

Eine Parametrisierung fiir Zylinderkoordinaten ist:

r T T - COS
Vgy: | = |y] =|r singp
z z z
Und fiir Kegelkoordinaten:
x z% cos
VUre : <(§> =y =|z23snp
z z
a) Bestimmen Sie die zugehorigen Jacobi-Matrizen.
Lésung:
cose —rsing 0 —z% sin ¢ icoscp
DYz, = |sing rcosp 0 DVUge=| z%cosgp 7, sinp
0 0 1 0 1

b) Finden Sie geeignete Basen aus Einheitsvektoren (Dreibein). Geben Sie fiir die Kegelkoordinaten an, wie
Sie vorgehen, um den 3. Basisvektor zu bestimmen - Sie miissen ihn nicht explizit ausrechnen.

Losung:
cos ¢ —sing 0
Zylinder: e, = | sing eo = | cose e.= 10
0 0 1

Offensichtlich musste nur fiir e, die Lénge berechnet werden - durch scharfes Hinsehen erkennt man sofort,
dass sie den Betrag r hat - wer es nicht sieht, berechnet /(0,V, 0, ¥). Alle anderen Vektoren sind bereits
normiert. Analog folgt fiir den Kegel

—sing 1 B cosp
Kegel: e, = | cosy e, =

—— | 7 sing
0 VE +1 1
Den dritten Basivektor erhdlt man durch Bildung des Kreuzprodukts e, x e.. Auf Grund der Tatsache,

dass die beiden Vektoren bereits normiert waren, ist das Ergebnis wieder normiert. Das explizite Ergebnis
war nicht verlangt, kann aber schnell per Hand oder mit Mathematica etc. hergeleitet werden:

1 Ccos
e =——— | singp
R? R
mtl\ -3

Der dritte Basisvektor hat hier nur die Bedeutung einer Fldchennormalen. Er kann nicht verwendet werden,
um den gesammten R3 zu parametrisieren, da dann Punkte doppelt beschrieben wiirden (was verboten
ist). Wir haben hier also nur eine 2-dimensionale (Kegel-)Fliche beschrieben



c¢) Zeigen Sie: Die Einheitsvektoren sind paarweise orthogonal.

Lésung:

Zylinder: Man erkennt sofort, dass alle Skalarprodukte e, - ey, e, - €., e, - e, Null ergeben.
Kegel: Man erkennt sofort, dass das Skalarprodukt e, - e, = 0. Der 3. Basisvektor ist auf Grund seiner
Konstruktion durch das Kreuzprodukt bereits per Definition senkrecht auf den beiden anderen.

d) Berechnen Sie eine Darstellung des Gradienten in Zylinderkoordinaten.

Hinweis: Bei paarweise orthogonalen Vektoren ai, as ...

AT7 = A_l = (70’1”2 ..

. _GOn )
llax llan®

Lésung:

Mit dem Hinweis erhélt man leicht aus der Jacobi-Matrix die Transformationsmatrix:

cosp —rsinp 0
DVz, = | sing rcosp 0
0 0 1
Analog zum Beispiel in der Vorlesung ist nun:
Oy » Oy cos ¢ —sing
oy | f= D\Ijgy Oy | g= | sing %
9 9: 0 0

=Vf=(e0 + %%Qa +e.0.)g

Aufgabe 2 Laplace-Operator in Polarkoordinaten

) cosp ~—SRE Si“ £ 0
= DV}, =|sinp <=2 0
0 0 1
0 Oy cos
0 Op | g=|sing | Org+ -
1/ \o. 0 "

a, € R" gllt fir A = (al...

an) € Rnxn.
—sing
cos 0,9 +
0

Laut Vorlesung lautet der Gradient in Polarkoordinaten V f = (e,.0, + %ewaw)g und die Divergenz in Polarko-
ordinaten V - F' = %(&TFT) + %&pF@. Dabei ist g = f o W.
Zeigen Sie, dass der 2-dimensionale Laplace-Operator in Polarkoordinaten die Form Af = (92 + %87, + T%Bi)g

annimmt, indem Sie

a) zunichst zeigen, dass d,e, =0, Oye, = e,, Ore, =0, Oye, = —e, und dann die Beziehung Af = (V, V) f

verwenden.

Lésung:

Ore, = O, (COS “") -0

sin ¢
o cosp) (—sing
Dper =0y <sin cp) o < Cos ¢

)=

0

0.9



Dann wenden wir das Skalarprodukt an:
1 1
Af = {e0 + ;ewag,, er0p + ;e¢8¢>g

7 N\

1 1 1 1
(€,0r, €:0r) + (€0, ;e@@p} + <;e¢8¢7 e-0r) + (;6998@, Te@E)@)) g

(fer (0rer)0,) + {ers€0080) + (0, (0,1)6,0,) + (e (01610, + (ers16,0,0) )

1 1 1 1 1 1
(<;ecpa (agoer)ar> + <;etpv e'r'atp87">) + (<;€g07 ;(8wew)8<ﬂ> + <;e<pa regoa?o») g

+

-1 1 1
((er,0)0r + (er, €r><'93) + ((er, €¢>r78¢ + (er, 0>;8¢ + {ers es0>raraw)) g

+

TN N TN N TN

1 1 1 1
((eg, e@;@ + <ewer>;a<par) + ((eg _€r>ﬁa@ + (e, ew>rg‘93))> g

1 1
2 2
07 + ;& + 723¢> g
b) direkt die Beziehung Af =V -V f = div(grad f) verwenden.
Lésung:

F,
F.

—
. Y Y| 1 1 1
Af = div(grad f) = div((e;0, + ;%&p)g) = (T(aﬂ(ﬁr)) + raw(ra¢)) g
= <187- + 0% + 12&,02) g
r r

Aufgabe 3 Massenpunkt auf Bahn

z(t)
y(t)

Ein Massenpunkt bewege sich nach dem Weg-Zeit-Gesetz & = ( ) Bestimmen sie die Geschwindigkeit z

und die Beschleunigung Zin Polarkoordinatendarstellung.

Lésung:

L (z(@®) _ cosp(t)\

T = (y(t)) =r(t) (Singo(t) =re,
Somit ist €, = e, und e, = —e,

Also: 7 = re, + e, = e, + rde,
Nochmals differenzieren:
I =ie, 4 e, + roe, + roe, + roe,

= Te, +1oe, + roe, +roe, — ro2e,

= (F—r@)e, + (2F + 1d)e,
Anmerkung: In Polardarstellung nennt man die Eintrige Radial- und Transversalkomponenten der Geschwin-
digkeit bzw. der Beschleunigung.
Aufgabe 4 Bogenlinge in Kugelkoordinaten

Berechnen Sie die Bogenlidnge einer Kurve in Kugelkoordinaten. Eine Parametrisierung fiir die Kurve ist:

r T r - sin ¥ cos
9] =y =|r- -sindsing
%) z r - cosv

Tipp: Verwenden Sie die ,zu FuB3“-Methode, da die Matrizen recht unhandlich werden. Beachten Sie, dass alle
Parameter r, ¢ und ¥ von ¢ abhingen.



Lésung:

Wir berechnen zunéchst die Ableitungen der Koordinaten:
& = 7sin ¥ cos p + 9 cos ¥ cos ¢ — r¢sin ¥ sin g
§ = 7sinvsin ¢ 4 rd cos ¥'sin ¢ + 1 sin v cos ¢
% =7 cosd — rdsind

Danach die Quadrate:

2 2

@2 = 72 sin® ¥ cos® p + 1292 cos? ¥ cos? ¢ + r2p? sin’ ¥ sin? o + 2rid sin ¥ cos ¥ cos? ¢
— 2r20¢ cos ¥ sin ¥ cos psin ¢ — 2r7¢ sin? 9 cos psin ¢
7 =72 sin? ¥sin? o + 729 cos? 0 sin? © 4 2% sin® 9 cos? ¢ + 27749 sin 9 cos ¥ sin? o)
+ 2r29¢ cos ¥ sin ¥ cos @ sin ¢ + 2r7¢ sin? 9 cos @ sin ¢
32 = 2 cos? 0 4 r29? sin? ¥ — 2r70 sin 9 cos ¥
Nun addiert man. Man sieht, dass sich die Terme in den jeweils 2. Zeilen von 42 und 32 gleich aufheben. Beim
Rest klammert man bei zwei entsprechenden Summanden (stehen an gleicher Stelle in der Summe) gleiche
Koeffizienten aus und verwendet die Identitit sin® ¢ + cos? ¢ = 1. Man erhiilt:

2 4+ 9% + 22 =2 sin? 9 + 1292 cos® 9 + 2% sin? 9 + 2ri0 sin ) cos ¥ + 0 + 0 + 72 cos® ¥ + r209% sin? ) — 270 sin ¥ cos

Wir verwenden wieder die Identitit sin? 9 + cos? 9 = 1 und erhalten schlieBlich:

%+ 92 4+ 2% =72+ 292 sin? 9 4 1202

Somit:

b b b
L= [ Ih@lde= [ VE R = [\ gt o+ i
Aufgabe 5 Implizite Funktion und 2. Ableitung

Sei f:R? — R. Durch f(z,y) = 0 mit f(xo,y0) =0 und f,(xo,yo) # 0 ist in einer Umgebung von x( implizit
eine Funktion y = h(x) mit yo = h(zo) und f(z, h(z)) = 0 gegeben.

a) Zeigen Sie durch Differenzieren von f, dass gilt:

fz(0,0)

(@) = ~ fy(z0,70)

Lésung:
Wir wissen, dass f(z,y(x)) = 0 ist. Wir leiten nach x mit Kettenregel ab und stellen um:

d !/ / fﬂ?
g = Jot fyy Y 7,
Dabei steht ein Strich fiir eine partielle Ableitung nach z. Also ist mit ¢ = d,y(z) = h/(x) gemeint.
Setzen wir nun die Stelle z ein, so steht die Behauptung sofort da: y'(zg) = —%
b) Zeigen Sie durch nochmaliges Differenzieren, dass gilt:
T — 2 x T + 2
oo = 2o lole o
v (z0,y0)
Lésung:
Aus der vorigen Teilaufgabe wissen wir, dass 0, f = f, + f,y' = 0 gilt. Wir differenzieren nochmals mit
Kettenregel:

d
I(fx + fyy,) = (f:cac + fayy,) + (fyaf + fyyy/) : y/"' fyy/, =0
X N~
Oz fa (afcfy)'y, fyawy/




Setzen wir nun 3’ = —% ein, wenden den Satz von Schwarz iiber die Vertauschung der Ableitungen fiir
y

fye an, stellen um nach 'y” und bringen alles auf einen Nenner:

"o_ fxzfg?*thfyfxy+fyyfx2
vy == 3
fy

Wie oben betrachtet man wieder die Stelle xg und die Behauptung folgt sogleich.

Aufgabe 6 Anwendung der Formeln fir f : R2 = R
Sei f:R? - R mit f(z,y) =y + ze¥, und P = (0,0) € R%
a) Zeigen Sie, dass die Funktion in einer Umgebung des Punktes P nach y auflosbar ist mit einer Auflésungsfunktion
y=y(z).
Lésung:
Es ist fy =1+ ze? und somit f,(0,0) =1 # 0. Somit ist f nach y auflosbar.
b) Berechnen Sie y'(0) und y”(0).

Lésung:
Wir berechnen zunéchst alle benétigten partiellen Ableitungen

fw(x’y) =eY = fI(OaO) 1
fylzy) =1+ze¥ = f,(0,0) =1
foz(z,y) =0 = fz2(0,0) =0
fmy(xvy) =Y :>fmy(030) =1
fyy(z,y) = xe? = fyy(0,0) =

/ f(00) 1~
A X R T
y,,(o): _fwwny_szf:gfa:y'i'fyyfa? :_0—2"‘1‘0:2
Iy 1

(0,0)

Aufgabe 7 Anwendung des Satzes fiir f: R> — R
Sei f:R® — R mit f(z,y,2) =2%—x2z—y =0. Durch f sei z = z(z,y) implizit gegeben. Man berechne z,.

Lésung:
Wir berechnen zunéchst:
P
* f: 322—x
1
[ 322—x

Wir leiten z, mit Hilfe der Kettenregel nach y ab:

R N T R N Y R NN
U Oy322—x  02322—x Oy Or322—=z Ay Oy 322 —x Oy
~— ~— ———
=zy =0, da unabh. =0
-322 —x 1 —322 -2

(322-2)% 322—z (322 —ux)



Aufgabe 8 Anwendung des Satzes fiir f : R> — R?
Man zeige, dass das System
e -2t 4> —1=0
vy a?r byt —1=0

in einer Umgebung von P = (1,1,0)” nach (g) auflosbar ist durch y = hy(z) und z = ha(z). Man berechne
/
ferner den Tangentenvektor h,l<1) .
ha(1)

Lésung:

Tz

o [ze*F =2z 2y Te ' _( —-2]2 1
Jf(x)<y3+2xz 3xy2+22 x2+2yz> = Jj(1’1’0)< 1 |3 1>

Wegen = —1 # 0 gibt es also eine lokale Auflésungsfunktion der Gestalt (y) = (hl(x) )

2 1
3 1
Wir erinnern uns an die lineare Algebra:

Somit ist:



