TECHNISCHE UNIVERSITAT MUNCHEN
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MUSTERLOSUNG DIENSTAG

Aufgabe 1 Vektoranalysis
a) Seinen f,g € C%(R3,R), F,G € C?(R3 R3)Zeigen Sie, dass:

V- (V) =Af

V(fg) =9(Vf)+ f(Vg)

V- (FxG)=—-F - (VxG+G-(VxF)
Vx(VxF)=V(V-F)—-AF

e V- (VXF)=0

« V(fF) = F-(Vf)+ f(V-F)

Hinweis: Z €ijk€klm = 5il6jm — 5im5jl
k

Losung:
V- (VF) = S 0,(VF); = Y02 = Af
o (V(f9)i=0i(fg9) = 9(0if) + f(9ig) = 9(V )i+ [(Vg)i = (9(Vf) + f(Vg))i

SS 2011

[ ] V(FXG) Za (FX G)] = Z 8 Eli(FkGl) Z Eklj(aij)GlJrFk(ale) = Z Ejkl(aij)Glf

grk,l 7.k,
> enjiFr(0; Gl) F-(V x G) +G (VxF)
7.k,
(V X (V X F)) Ze”ka (V X F)k = Zﬁwka ZeklmalF Z(éiléjm — 5im6jl)8jé)lFm =
jlm

zaaF zaaF (V(V - F) - AF),

° V (VXF)—E&Z(VXF) ZaéukaFk——ZaeﬂkaFk— V(VXF)
g 4,5,k 1,5,k

V- (fF) = S0 (fFy) = S Fy(9,0) + f,F; = F- (V) + f(V - F)

b) Zeigen sie ausgehend von den 4 Maxwell-Gleichungen im Vakuum
e divE =0 rotE = —9;B/c
e divB = 0; rotB=0,E/c
dass F, B die Wellengleichungen erfiillen:
(A—1/c0}) E = 0; (A-1/*9}) B =
Lésung: Die 4. Relation aus a) liefert
AF=V(V-F)—-V x(VXF)
Auf die Maxwell-Gleichungen angewendet liefert dieses uns
AE=V(V_E) =V x(V x E) = —rot(-0;B/c) = 1/c20?E
=0
analog fiir B
c) Seien f,g € C?*(R,R). Zeigen sie, dass die Funktion
E(z,t) = f(z — ct) + gz + ct)

die eindimensionale Wellengleichung erfiillt.
Lésung: Die Kettenregel liefert: 0, E(x,t) = 0, f(x — ct) + Opg(x + ct) = f'(x — ct) + ¢’ (x + ct)
GEB(r.t) = ["(a —cl) (o + )
( t)=0.f(x —ct)+glx+ct)=—c- fl(x—ct)+c-g'(x+ct)
PE(x,t) = Ou(—c f'(z —ct)) + 0u(c- g'(x +ct)) = f"(x —ct) + ¢* g"(x + ct)
: 82 E(x,t) = 1/c?0?E(x,t)



Aufgabe 2 Schrodingergleichung fiir einen Kasten
Zeigen sie, dass die Wellenfunktion ¥ € C>°(R3, R)

U(x,y, z) = sin(mngx) sin(mrnyy) sin(rn.z), Ng, Ny, N, € N\{0}

die Schrodingergleichung fiir den 3-dimensionalen Potentialkasten 16st
72
—%A\I/(x, y,2) = BV (z,y,2)
Wie lauten die Energieniveaus Ey n, n, ?

Lésung:

Zweimaliges ableiten der Wellenfunktion nach x liefert :

00,V (2, y, 2) = 82 sin(mn,x) sin(mnyy) sin(mn,z) = dymn, cos(mn,x) sin(mrny,y) sin(rn,z) =
—nZr?sin(mngz) sin(rn,y) sin(mn, z) = —nir? - ¥(x,y, 2)

analog fiir y, 2.

Damit erhalten wir

— = AW (2,y, 2) = — 5= (02 + 02 4+ 02)W(z,y, 2) = T2 (nZ + n2 + n2)V(z,y, 2)

Fiir By, nyn, = %(ni + ni +n?)

16st die gewahlte Wellenfunktion also die Schrédingergleichung fiir den 3-dimensionalen Kasten.

Aufgabe 3 Differenzierbarkeit

Gegeben seien

2.2
{x2yi4+7;4 wenn(z,y) # 0
0

sonst

o) = (z% + y*) sin (f}r?ﬁ) wenn(z,y) # 0
’ 0 sonst
a) Sind die Funktionen stetig auf ganz R??
b) Berechnen sie die partiellen Ableitungen im Ursprung

¢) Sind die Funktionen partiell und/oder total differenzierbar ?

Lésung:

a) beide Funktionen sind stetig. Auflerhalb von (0,0) da sie Zusammensetzung stetiger Funktionen sind. Im
Ursprung kann man dies z.B durch wechseln zu Polarkoordinaten nachweisen

. ot 2 . cos® () —sin® (i)
o lim fle,y) = lim T c0s™(0)sin(e) ooty rsin(en

0

e lim g(z,y) = lim r4sin(1/72)(cos () + sin*(p)) =0
r— r—
Da der Sinus durch 1 bzw —1 beschrénkt ist.
b) e Da f(z,0) = f(0,y) =0 = 0,f(0,0) =09, f(0,0) =0
e 0,9(x,0) = 42®sin(1/2?) — 2z cos(1/2?) = 9,¢(0,0) = 0 analog 9,g(0,0) =0
¢) Damit die Funktion total differenzierbar im Ursprung ist, muss die Bedingung aus der Vorlesung

erfiillt sein. (Df bezeichnet die Jacobi-Matrix)

I f(h1,ha) — £(0,0) = D f(hy, ho)(hy, ho)”
1m
h1,ha—0 |1, ha|

=0
Wahlt man nun 2 - h; = hy = h und nutzt die Ergebnisse aus den vorherigen Aufgaben

70 1(2h, h)]] ~ im0 (5h2)1/2 n50 (24 + 1)v/5hD

£0

Die Funktion ist also nicht total differenzierbar



e Fiir die Funktion ¢ gilt:

1. g(h17h2) _9(070) _Dg(h17h2)(hlah2)T
11m
hisha—0 (1, h2)|

Einsetzten vorheriger Ergebnisse und wechseln zu Polarkoordinaten liefert

o 9 cos(6), 7 sin(8)

r—0 r

= lir%(cos4(¢) +sin*(¢))r® sin(1/r?) = 0
r—
g ist also total differenzierbar

Aufgabe 4 Stetige Fortsetzung

Gegeben sei
sin( 44/x2+y2
fla,y) = (¢T> wenn(z, y, 2) 7 0

a sonst
a) Finden sie ein a dass f(x,y) stetig fortsetzt
b) Berechnen sie die Tangentialebene T'(z,y) im Punkt P(w/4,0)
Lésung
a) Parametrisiert man f in Polarkoordinaten und nutzt die 'Hospitalischen Regeln so erhdlt man

0= lim sin(4r) _ 4 cos(4r) _4
r—0 r 1

b) Zunéchst die partielle Ableitung in z— Richtung:

cos(dy/x2 + y2)4\/22 + y2 — sin(4y/22 + y2)

cos(4y/x2 + y2)4\/22 + y2 — sin(4/22 + y?2)
(22 + 2)3/2

Die Tangentialebene ist gegebenen durch die Taylorentwicklung bis zur 1. Ordnung:

Oy f(z,y) =y

T(x,y) = f(n/4,0) + Vf(r/4,0) - (x — 7 /4,y)" =2 /mx — 2%/

Aufgabe 5 Fxtrema

Bestimmen sie Ort und Art der Extrema fiir die Funktionen
a) f(z,y) =a® —12zy + 8y°
b) g(x,y) = 3zy? + 423 — 3y* — 1222 + 1
¢) h(z,y) = sin(z) cos(y)

Lésung

a) f(x,y) = x> — 122y + 8y* Kandidaten fiir kritische Punkte sind durch
Vf=0

gegeben. In diesem Fall

322 —12y =0 A 2492 —-122 =0
Wir erhalten die 2 reellen Losungen
($1:07y1:0) A ({E2:2,y2:1)
Die Hessematrix ist gegeben durch

H(f)(z,y) = <6f2 4815)



Fiir die Determinante und Spur erhélt man

detH(f)(z,y) = 288xy — 122; SpurH (f)(z,y) = 6z + 48y

Ausgewertet am ersten Punkt erhédlt man

detH(f)(0,0) = —122,SpurH(f)(0,0) = 0 Es ist also keine Aussage moglich. Betrachtet man nun
f0,y) = 8y3’ f(z,0) = ?

so sieht man, dass f(0,0) ein Sattelpunkt ist.

Am 2. Punkt erhélt man

detH(f)(2,1) > 0,SpurH(f)(2,1) >0

es handelt sich also um ein Minimum.

g(z,y) = 3xy? + 423 — 3y? — 122% + 1 Man erhilt 4 kritische Punkte

(0,0) lokales Maximum

(2,0) lokales Minimum

e (1,2) Sattelpunkt in z— Richtung, konstant in y— Richtung
(1,-2) wie (1,2)

h(z,y) = sin(z)sin(y) Die Funktion hat unendlich viele Extrema. Da sin(z + 27) = sin(z) reicht die
Bestimmung der kritischen Punkte im Intervall [0, 27] x [0, 27] Es lassen sich insgesamt 8 Punkte finden:

e (0,0) Sattelpunkt
,0)Sattelpunkt

, m)Sattelpunkt

, m)Sattelpunkt

7/2,7/2) lokales Maximum
3/2m, 3/2m)lokales Maximum
7/2,3/2m)lokales Minimum

3/2m, w/2)lokales Minimum

0
m
0
T

o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

Aufgabe 6 Taylor - Entwicklung

Entwickeln sie folgende Funktionen:

2)

Vita-xinxz=0

b) sin(z +y) in (,0)

c) f(0) = 5;0,f(0) = 1/2,0,f(0) = 2;0,0,f(0) = 3;0,0.f(0) = m;0.0,f(0) = m/3; nicht aufgezihlte
Ableitungen null in (0,0, 0)

d) =2 in (0,0)

Losung

a) Vi+a-zinz=0
VIita-z=1+jax — ta’s? + £ads® + O(a?)

b) sin(z +y) in (7, 0)

Definiert man sich die Substitution u(z,y) = z + y und leitet diese partiell ab, so erhélt man:
Opu(z,y) = 1;0yu(x,y) = 1 = O sin(x + y) = Jy sin(u(z + y)) = cos(u)
Auf diese Weise lassen sich alle bendtigten Ableitungen leicht beschaffen:

o O, sin(u(z,y)) = Oy sin(u(z,y)) = cos(u(z,y))

o OZsin(u(x,y)) = 97 sin(u(z,y)) = 9,0, sin(u(x,y)) = —sin(u(z, y))

o O3sin(u(z,y)) = 03 sin(u(z, y)) = 020y sin(u(x,y)) = ... = — cos(u(z,y))
o Oy sin(u(x,y)) = 9, sin(u(x, y)) = 920, sin(u(x,y)) = ... = sin(u(z,y))



Da sin(7) = 0 fallt die Entwicklung 0., 2. und 4. Ordnung weg. Eingesetzt in die Formel aus der Vorlesung
erhélt man nun

sin(v +y) > 3 570 f(20)§™ =

|| <4
1100 sin(z +y),_p o (@ = 7) + 170y sin(z +y),_p o (¥)+
5102 sin(@ + y)|,_r o (z = 1) 505 sin(@ + y)l,r o (¥)*+
517020, sin(z + Yy y=o (T — )2y + ﬁ&ﬁg Sin(z + y)|,—p y—o (€ — m)y? =
—(z+y)+7+1/6(x — )2 +1/6y> +1/2(x — 7)%y + 1/2(z — m)y?

c) f(0) = 5;0,f(0) = 1/2,0,f(0) = 2;0,0,f(0) = 3;0,0.f(0) = 7;0.0,f(0) = m/3; nicht aufgezihlte
Ableitungen null in (0,0, 0)
Einsetzen der gegebenen Ableitungen in den Gradienten bzw die Hessematrix liefern

x 1/2 x 0 3 « x
fle,y)~5+(y|-| 0 | +1/2]y]-[3 0 O y | =54 1/2x + 22+ 3zy + naz + 7/62°
z 2 z T 0 7w/3 z
d) g(z,y) = % in (0,0) Die Ableitungen lauten:
z3 4424 —3y?
o uglz,y) = A= - FEEEL 2 0,6(0,0)=0
_ dtzt 32
b 8yg(x,y) = \/4_?_?;1/ - %( (—Zixy)gm)x = 8y9(0a 0)=0
22 23 Azt —342)y2
o D2g(x,y) = JE= — st + U = 929(0,0) =0
— z 442t —3y?)z?
d 839(-737?/) = 4+6wy - (4_,_(;5)3/2 + %( (ﬁi_wy)g/%x = 659(070) =3
L azayg(aja y) = 7% —72y2—QxyS(Zjer;j)—é-/Zx‘%y—4xy+32 = amayg(oa 0) = 3yamg(07 0) = 7%
1 3,
= ~ oy — Sy 42
9(x,y) = =2y — Jy° +



