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Aufgabe 1.

Sei x € Bgr(a). Wéhle nun ein beliebiges y € B¢(x) mit ¢ = R — d(z, a). Dann gilt mit der Dreiecksungleichung;:
d(a,y) < d(a,z)+d(z,y)
——
<e
< d(a,z)+e
= d(a,z) + R—d(z,a)
= R7
wobei die letzte Gleichung wegen der Symmetrie von Metriken gilt.

Insgesamt haben wir also d(a,y) < R, also y € Br(a). Da aber y ein beliebiges Element aus B(z) war, haben
wir Be(z) C Br(a). Darum ist Br(a) offen.

Aufgabe 2.

Zuerst parametrisieren wir die Spirale als Kurve im R?:

(t) = (r(t) cos(t), () sin(t)) " .
Bei einer Spirale wird der Radius linear grofer, also r(t) = at = #-t, wobei wir den Rillenabstand d eingefiihrt
haben.
Jetzt berechnen wir den Tangentialvektor §(t) = (7% cos(t) — rsin(t),7? sin(t) —|—rcos(t))T und dessen Linge
I5@®)ll2 = V72 + 12 = av/1 + t2. Jetzt kann die Spirallinge berechnet werden:

ty

Liy) = / at [15(0)

to
ty

= a/dt V14 t2
to

Durch die Substitution ¢ = sinh(f) erhélt man [ dtv/1+¢2 = [ df cosh?(#). Durch Ausschreiben des cosh in

exp-Funktionen erhélt man [ df cosh®(f) = Larsinh(26) + 16. Insgesamt ergibt sich damit fiir die Spiralléinge

L(y) = ia (sinh (2 arsinh(¢;)) — sinh (2 arsinh(ty))) + %a (arsinh(t;) — arsinh(ty)) .

Einsetzen der Zahlenwerte tg = 7‘5%27@ t) = @27@ a= % und d = 1,6 pm liefert L(vy) = 6,96 km.



Aufgabe 3.

Der Radius einer solche Kugel entspricht der inversen Kriimmung R =
Zuerst parametrisieren wir die Parabellinie

() = (@), ()" = (,¢2)"

Damit berechnet sich jetzt leicht die Kriimmung:

_ [ Eg—iy 2
" ((a’auy?)g)(t) (1+462)2

Damit erhalten wir einen Radius R = ﬁ = %

(t %) der Parabel am Ursprung.
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Aufgabe 4.
a) Zuerst berechnen wir den Tangentialvektor zur Kurve
Falt) = (at71,1).

Dann haben wir

[re.a9

Yo

(F (7a(t) , 7a(t)) d

S O~

((£3,62%), (at*" 1, 1)) dt

1
— / ta+2 t3a dt
0

_ o3 1 . jBatl
a+ 3 3a+1 0

1 30?2 +2a+3

a+3+3a—|—1 3a2 + 10a + 3

1

b) Hier liegt ein Wegintegral iiber eine skalare Funktion vor. Wir berechnen zuerst das Skalarprodukt

_s o
Way) = (F(s),Gals) = 202{(y,2%), (aa® %, —y~27%))
= 20822 &y — 20223y 3,
Hier setzen wir nun die Kurve ein.

(hova) (t) = 203 ()25 ()% — 202 (t%)% (£) 7% = a2 (2 — 2) 2073

Nun kdnnen wir das Wegintegral berechnen.

/ (F(s), Ga(s)) ds

Yo

(hova) (O)Falt) [l2dt

I
O\H

a2 (20 — 2) t2273/1 4 a2t20-2 dt

Il
o—__

Um dieses Integral zu berechnen substituieren wir den Ausdruck unter der Wurzel ¢ = 1 + o?t?972,
dt = (a? (2a — 2) t2”‘*3)71 d¢. Damit erhalten wir:
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Aufgabe 5.

Um auf Bogenlidnge zu parametrisieren, berechnen wir zuerst die Bogenlinge.

[1i@laar
0

/ (()\ exp(A7) cos(7) — exp(A7) sin(7))? + (Aexp(A7) sin(7) + exp(Ar) COS(’T))2) dr
0

V1422 /exp()n‘) dr
0
= m(exp(/\t) -1)

Hiervon bilden wir nun die Umkehrfunktion

s(t)

ts) = iln <\/# + 1)

und setzen dieses in die Kurve ein:

1 s
s cos(yIn( == +1
(r)/ot) (3) = (—_2 _|_1> ) (1 (\/1+)\ 2
\/1+)\ Sln(Xln<ﬁ+l

e=v0
wd @

b)

Diese Kurve ist nun auf Bogenlénge parametrisiert.

Aufgabe 6.

c) Da die n-Ecke ganz im Kreis liegen, ist anschaulich sofort klar, dass der Hausdorffabstand der groften
Entfernung vom n-Eck-Rand zum Kreisrand entspricht.



/

Aus der Abbildung sieht man sofort, dass der Hausdorffabstand mit trigonometrischen Beziehungen be-
rechnet werden kann:

cos (%) = R;{dH < dy :R(l—cos (%))

Insgesamt erhalten wir also

lim dy(P,,C) = lim R (1 — cos <E>) =0.

n— 00 n— 00 n

Somit konvergiert die Folge (P,) bzgl. der Hausdorffmetrik gegen den Kreis C.

nelN
Aufgabe 7.
Betrachte ein Folge (fy),cy in C' [a,b], die gegen ein f € C' [a, b] konvergiert: her% dei(f, fn) = 0. Dann sieht
man leicht:
dsup (D(f), D(fn)) = sup, {I(D(f)) () = (D(fx)) (2)[}
= sup {|f'(z) - fr(2)}
z€a,b]
< sup_ {If(x) = fu(@)] + [f(2) = ful2)]}
= dcl (fv fn)

Damit ergibt sich

Aus der Positivitit der Metrik folgt nun, das D stetig ist.



