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Ubung 3 - Musterlésung

1. Katapult (*)

Ein menschliches Haar habe ein Elastizititsmodul £ = 5-10% N/m? . Nehmen Sie an,
dass sich das Haar elastisch verhilt, bis es fiir Dehnungen grofer als 10% beschadigt
wird. Berechnen Sie das Volumen an Haar, das Archimedes 250 v.C. fiir ein Katapult
bendtigte, um einen Fels von 50 kg auf eine Geschwindigkeit von 20 m /s zu beschleunigen.

Losung:

Mit dem Hookeschen Gesetz aus der Vorlesung erhélt man die iibliche Federkraft

EZJ:Ee:Eg :>F:E—A Al
A l I~~~
=

mit der Federkonstanten k. Nun lésst sich die Energieerhaltung anwenden

m k 1EA 1 A2
Ein:_QZEsann:_2:__Al2:_E -
kin = 50 pan = 50 = 5 (AD)" =3 V(z)

1
= §EV62.

Somit erhalt man fiir das Volumen an Haar mit € = 10%

va

_ _ -3 3
V= T2 =4-10"" m".

2. Schwimmender Quader (**)

Betrachten Sie einen schwimmenden Korper in Form eines flachen Quaders mit Hohe ¢
und quadratischer Grundfliche der Kantenldnge a, der aus einem Material homogener
Dichte besteht.

a) Zeigen Sie, dass sich die untergetauchte Hohe zur Gesamthohe des Quaders so
verhélt, wie die Dichte seines Materials zur Dichte von Wasser.

b) Der schwimmende Korper befinde sich nun in einem Wasserbecken der Fléche A
mit der Wassertiefe hg. Zeigen Sie, dass die Eintauchtiefe im Gleichgewicht die
potentielle Energie des Gesamtsystems aus Korper und Wasser minimiert.



Losung:

a) Nach dem Auftriebsgesetz taucht der Korper so weit ein, bis das Gewicht des
verdrangten Wassers seinem eigenen Gewicht gleicht. Fiir die Eintauchtiefe h_ gilt

also
pwa’h_ = pga’c
und somit
h _ rq
PwW

b) Die Hohe der Unterseite des Quaders {iber dem Beckenboden sei z. Dann ist die
Hohe des Wasserspiegels im Becken als Funktion von z < hgy gegeben durch die
Bedingung, dass das Gesamtvolumen des Wassers im Becken konstant, d.h. unab-
héngig von z ist

a’z + (A —a®)h(z) = Ahe.

Also gilt
a
h(z) z ho
Ahy — a*z
o)==

Die potentielle Energie des Quaders als Funktion von z ist gegeben durch die Hohe
seines Schwerpunkts

Vo(2) = pqa’cg (z + g) :



Die potentielle Energie des Wassers setzt sich aus zwei Anteilen zusammen: Das
Wasser unterhalb des Quaders und das Wasser im Rest des Beckens

1 1
Viv(z) = §gpwa222 + §ng(A — a2)h2(z).

Die gesamte potentielle Energie von Quader und Wasser ist also

1 1 Ahy — a%2)?

Die Ableitung nach z ergibt

dV(z)
dz

Ahy — a*z |
= gpwa’z — gpwazﬁ + gan2c = 0.

In dem Bruch erkennt man die Hohe des Wasserspiegels h(z) wieder, also folgt
nach Division durch gpy a?

£Q
h(z) — 2z = —c.
(2) P

Die Eintauchtiefe h_(z) = h(z) — z zu minimaler Gesamtenergie ist also genau
durch die in a) gefundene Gleichung

h- _ pa

P W

gegeben, also durch das Auftriebsgesetz.

3. Oberflichenspannung (**)

Zwei Glasplatten werden in einem Abstand d = 0.1 mm zueinander justiert und an-
schliefend mit einer offenen Seite in Wasser getaucht. Wie hoch steigt das Wasser, wenn
Sie davon ausgehen, dass Wasser eine Oberflichenspannung von Ac = 72.75- 1073 J/m?
(A0 = OLuft-Wand — OWasser-Wand) besitzt und aukerdem Randeffekte vernachlissigen?

Losung:
Losung iiber Minimierung der Gesamtenergie des Systems als Funktion der Steighohe h

1 1
Viv(h) = §mgh = §pgdlh2



(I ist die ,Tiefe* der Platten) und
Vo(h) = —2A0 - hl.

Das negative Vorzeichen kommt daher, dass Energie frei wird, wenn das Wasser hoher
steigt und eine grofere Oberfliche benetzt, also nimmt Vg fiir grofsere h ab. Insgesamt
gilt

1
V(h) = épgdth —2A0-hl

und somit
dVv !
T pgdlh —2A0 -1 = 0.

Dies fiihrt auf die Steightohe, die die Gesamtenergie minimiert

h = ZA—U ~ 14.8 cm.

_ pyd

4. Dynamischer Druck (*)
Do

J
|

Zur Messung des dynamischen Drucks wird ein recht-
winklig gebogenes und ein gerades Rohr in stromen-
des Wasser getaucht (s. Abbildung). £

T
]

BT

a) Wie hoch steigt die Fliissigkeit in diesem ge-
krimmten Rohr auf, wenn sie in einem an ——

gleicher Stelle eingetauchten geraden Rohr ei- ——

ne Steighohe hy = 10 cm erreicht und wenn -— — — v
die Stromungsgeschwindigkeit an der gegebe- — —-
nen Stelle gleich v; = 1.4 m/s ist? Wie grof ist -

demnach der dynamische Druck im Wasser?

LRI

b) Geben Sie den statischen und den Gesamtdruck im Wasser an, wenn der Umge-
bungsdruck p, = 1013 mbar ist.

Losung:
a) Mit der Bernoulli Gleichung gilt fiir das gekriimmte Rohr

1
1+ 5Pt = pgh+po.



Im geraden Rohr gilt

p1 = pgh + po.

Subtrahiert man die beiden Gleichungen voneinander, so kann man die gesuchte
Hohe A berechnen

1 2
5/)11% =pg(h—hy) = h=h + ;)—1 = 20.0 cm
g

Der Dynamische Druck ist

1
Ddyn = Epvf = 980 Pa.

b) Der statische Druck ist

Pstat = pgh1 + po = 1.023-10° Pa.

Der Gesamtdruck

Pges = Dstat + Pdyn = 1.033 - 105 Pa.

5. Wasserfiihrendes Rohr (*)

Betrachten Sie ein gerades wasserfithrendes Rohr, das sich vom Radius r; auf den Radius
o verengt und auf beiden Seiten mit beweglichen Kolben verschlossen ist (s. Abbildung).
Auf den linken Kolben wird zusétzlich zum Atmosphérendruck py die Kraft F7 ausgeiibt,
auf den rechten Kolben wirkt von aufsen nur der Atmosphérendruck. Das System befinde
sich in einem stationdren Zustand. Betrachten Sie das Wasser als inkompressibel und
reibungsfrei.

1 2r 27y 2

Wie grof sind die Geschwindigkeiten v; und v, der beiden Kolben?

Mit welcher Kraft F, wird der rechte Kolben aus dem Rohr herausgedriickt?

Wie grof ist der Druck im Wasser vor der Verengung (p;) und nach der Verengung (py)?
Was geschieht im Fall r; = ry7

Losung:

Fiir die stationare Stromung gelten die Kontinuitétsgleichung

v1 A1 = 124,



mit den Querschnittflichen A; = mr? und Ay = 772, sowie die Bernoulli-Gleichung

2
5PV2-

Loz +
— v =
pUy = P2 5

P1+2

Da das System stationér sein soll, muss an beiden Kolben Kréftegleichgewicht herrschen,
d.h.

Fy
P1 :po—i‘A— und  p2 = po.
1

Von innen wirkt auf beide Kolben tatsdchlich nur der jeweilige statische Druck des
Wassers, da an der Beriihrungsfliche Wasser-Kolben das Wasser relativ zum Kolben ruht.
Damit kann man nun das System aus Kontinuitdtsgleichung und Bernoulli-Gleichung
nach den Geschwindigkeiten auflosen. Es ergibt sich

1, A2 A2 R
T2 A2( —p)= A2 AZA

Also gilt

A AQ 2F1 wmd v, — Al 2F2
e\ pA /a2 a2\ pAr

Beide Ausdriicke sind reell fiir Ay < A;.

Die Driicke p; und py sind bereits oben bestimmt worden. Die Kraft mit der der rechte
Kolben herausgedriickt wird, ist

Fy = Aopy = Aaspy.

Fiir r; = 79, also A = A; werden die Geschwindigkeiten v; und v, fiir ein nicht ver-
schwindendes F singuldr. Das bedeutet, dass sich kein stationdrer Zustand einstellen
wird, was physikalisch recht plausibel ist.

6. Trichter (**)

Aus einem bis zur Hohe H mit Wasser gefiillten Trichter mit dem vollen Offnungswinkel
a = 60° stromt Wasser durch ein waagerechtes Rohr mit Innendurchmesser d und Lange
L in ein Vorratsgefafs.

a) Wie sieht die Hohe H (t) des Wasserspiegels im Trichter als Funktion der Zeit aus?
b) Wie ist die Wasserdurchflussmenge M (t)?



c) Nach welcher Zeit T ist alles Wasser ausgeflossen, wenn H = 30 c¢cm, d = 0.5 cm
und L = 20 cm ist? Die Zihigkeit betriigt n = 1.0- 1073 Pas, die Dichte p = 1000
kg/m3.

d) Wie dndert sich die Fiillzeit fiir ein 4-Liter Gefdaf, wenn man den Trichter mit
V =41 durch Nachgieflen immer voll halt?

Losung:

Der Trichter sei bis zur Hohe H gefiillt, sodass der Radius R der kreisformigen Wassero-
berfliche R = H tan(«/2) ist. Das Wasservolumen ist dann

1 1 1
V = §7TR2H = §7TH3 tan2% = §7TH3.

a) Die Abnahme des Wasservolumens pro Zeiteinheit ist

v _dVidH 1 ,,dH
at  dH at 3™ ar

Andererseits gilt nach Hagen-Poiseuille

dv mrd
2T A
a ~ spLoh

wobei Ap = pgH ist. Also gilt

dH  3ripg 1
dt 8 nL H
N——

=:a

= HdJH = —adt

mit @ ~ 7.2-107* m?s?. Integration liefert
H? — H? = —2at mit Hy= H(t =0).

Daraus folgt fiir die Hohe des Wasserspiegels H(t) = \/HZ — 2at.

b) Die Wasserdurchflussmenge ist tiber dM/dt = pdV/dt mit dem Volumenstrom
verbunden. Er ergibt sich also aus Integration der Gleichung

dM 1 1
e —gﬂaHp = —gwap\/Hg — 2at

die Wasserdurchflussmenge

1
M(t) = §7T,O(H§ — 2at)%/?.




c) Die Zeit bis alles Wasser ausgeflossen ist (d.h. H = 0) ist T = HZ/(2a). Mit
Hy=03m,7r=25-103m, L =02m,n=1.0-1073 Pas ist T = 62.6 s.

d) Fiir eine Fiillmenge von 4 1 wird Hy = (9V/7)"® = 0.225 m. Ohne Nachfiillen
des Trichters und mit @ = 7.2-107* m?/s? ist dann die Fiillzeit T = 35 s. Mit
Nachfiillen gilt H = Hy = const. Die Menge, die in der Zeit ¢ in das 4-Liter-Gefafs
fliefit ist dann

1
V= gﬂaHOt

und daraus t = 23.6 s.

7. Fass mit Glyzerin (**)

Ein Fass (Durchmesser d = 1 m) ist mit Glyzerin (pg; = 1.26 - 10° kg/m?) bis zum oberen
Rand gefiillt. Auf Hohe des Fassbodens ragt ein horizontales Rohr der Lange L = 70 cm
mit Innendurchmesser dro,r = 1 cm.

a) Zu Beginn sei das Rohr verschlossen. Zur Bestimmung der Viskositat 1 des Glyze-
rins wird die Gleichgewichts-Sinkgeschwindigkeit einer Stahlkugel mit v =9 cm/s
gemessen (Radius riuge = 6 mm, Dichte pgyge = 7.8+ 10° kg/m?). Berechnen Sie
7.

b) Nach dem Offnen des Rohrs werde der Pegel des Glyzerins durch stéindiges Zufiillen
von [ = 3.7 cm®/s (Fliissigkeitsstrom) konstant gehalten. Berechnen Sie unter
Annahme laminarer Stromung im Rohr die Hohe h des Fasses.

c) Wie grof ist die mittlere Glyzeringeschwindigkeit im Rohr?
d) Die Zufuhr von Glyzerin werde gestoppt. Nach welche Zeit ist das Fass halb leer?

Losung:
a) Bei Stokesscher Reibung ist das Kréftegleichgewicht gegeben durch
(pKugel - pGl)VKugelg = 67T77TKuge11L

Damit ist die Viskositét n von Glyzerin

2r% ol
N= =2 (pruger — pn) = 0.357 kg ™'s

-1

b) Der Strom im Rohr wird durch das Hagen-Poiseullische Gesetz beschrieben

Snl
_ 8nLy,  8nL,
mrd mrd

Ap

Der Druckunterschied ist durch Ap = pgigh gegeben.



Die Hohe h des Fasses betrégt also
8nL

h = 1
PGIg7Tr

I =0.304 m.

c¢) Die mittlere Glyzeringeschwindigkeit im Rohr ist

I I
U:Z:ﬁ:él.?l cm/s.

d) Der Fliissigkeitsstrom im Rohr wird beschrieben durch

h(t 2
1(t) = Mipaigr
8nL
Dieser muss gleich dem Fliissigkeitsstrom im Fass sein Irop = Ipass = —dh/dt Apass.

Daraus ergibt sich eine DGL fiir die Hohe h des Fliissigkeitsspiegels

4
; peigmr
h(t) = ————h(1).
( ) 8AFass77L )

Ihre Losung ist

4
h(t) = hoexp( pagmr’ t),

a 8AFass77L ‘

wobei hg = h(0) = 0.304 m ist. Das Fass ist also halbleer wenn gilt

ho PG19717“4
=h =2 .7 & =1In2-
9 oeXp( 8Apin] 1/2 1/2

8AFassnL

P = 44781 s.

8. Tiefenmesser (**)

Als einfaches Tiefenmessgerit stelle man sich einen Glaszylinder der Lénge [o = 50 cm
mit einer aufgebrachten Skala vor der oben abgeschlossen ist und unten offen. Taucht

man den Zylinder mit der offenen Seite nach unten senkrecht ins Wasser (Dichte von
Wasser: ow = 1000 kgm™3), so lisst sich am Wasserpegel im Zylinder die Tauchtiefe

ablesen.

a) Wie grof ist der durch das Wasser verursachte Druck in 5 m Tiefe?

b) Wie weit ist in dieser Tiefe Wasser in den Kolben gedriickt?
Hinweis: Verwenden Sie die Kompressibilitdt £ (Kompressibilitdt von Luft: xp, =
0.99-107° Pa™!)

c¢) In welcher Tiefe war der Taucher, wenn er bemerkt, dass sich der Wasserpegel im



Zylinder um 1 mm &ndert, wenn er 1 m tiefer taucht?
Losung:

a) Der Druck in 5 m Tiefe (ohne Umgebungsdruck) wird durch die Gewichtskraft des
dariiber liegenden Wassers verursacht. Er ist also gegeben durch

Fy owAzg B
p(z) = =4 T owgr

Fir eine Tiefe von 5 m erhilt man somit einen Druck von

p(z =5 m) = 49.05 kPa.

b) Durch den duferen Druck des Wassers wird die Luft in dem Glaszylinder kompri-
miert (Der Umgebungsdruck spielt keine Rolle, da dieser gerade dem Luftdruck im
Zylinder entspricht). Mit Hilfe der Kompressibilitét

oy — LV
Ty dp
erhélt man die separierbare DGL
dvV.dl
—prdp = — = —
KLaAp % /

mit der Losung

I W P l
- = —liL/dp, = lnl— = —kLp = l(p) = lpe "7,
0

lo 0

Diese Funktion gibt an, welche Strecke in dem Zylinder noch mit Luft gefiillt ist.
Der Wasserpegel s(p) ist dann durch

s(p) =lo —l(p) = lo(1 —e™"™P)
gegeben. Mit dem in a) berechneten Wert erhélt man fiir die Steighohe

s(p = 49.05 kPa) = 19.2 cm.

c) Die in b) verwendete Funktion fiir die Steighdhe des Wassers in dem Glaszylinder
kann man mit a) auch von der Tauchtiefe z abhéngig machen. Man erhélt

s(z) = lp(1 — e "Lowsz),

10



Mit As = s(22) — s(21) = 1 mm und Az = 25 — z; = 1 m gilt auerdem
AS — lo(e—HLngzl _ e—HLﬁwgzz).

Multiplizieren mit e"W¢9*1 und auflésen nach z; fithrt auf

1 lo _ A
In |— (1 — e "LEWI=Z) | = 39.5 m.
KRLowyg As ( )

21 =

9. Ballon (*)

Ein Heifluftballon mit Volumen V; = 3000 m? befindet sich auf der Erdoberfliiche (Druck
po = 1000 hPa, Dichte g = 1.293 kgm 3, Temperatur T = 0 °C iiberall konstant).

a) Berechnen Sie den Luftdruck und die Luftdichte in 600 m Hohe.

b) Berechnen Sie die Auftriebskraft des Ballons auf der Erdoberflache und in 600 m
Hohe.

c) Welche Masse diirfen Ballonhiille, -korb und die Last zusammen hochstens haben
um auf eine Hohe von 600 m zu gelangen?

Losung:

a) Mit Hilfe der barometrischen Hohenformel aus der Vorlesung
p(z) = poe 972/
erhalt man fiir den Luftdruck in 600 m Hohe

p(z = 600 m) = 926.72 hPa.

Die Dichte der Luft erhélt man auch aus der barometrischen Hohenformel. Wegen

p/o = po/ oo = const. folgt
Q(Z) — Qoe_ngO/pO.

Fir die Luftdichte in 600 m Hohe erhalt man damit

o(z =600 m) = 1.198 kgm 3.

b) Die Auftriebskraft entspricht der durch den Ballon verdréngten Luftmasse. Am
Boden ergibt sich also

Fa(z=0m) = gyVpg = 38.1 kN

11



und in einer Hohe von 600 m

Fa(z =600 m) = o(z = 600 m)Vpg = 35.3 kN.

¢) Wenn der Ballon gerade noch auf eine Héhe von 600 m aufsteigen soll, miissen sich
Auftriebs- und Gewichtskraft in dieser Hohe gerade kompensieren. Die maximale
Last ist dann gegeben durch

F = 600
—_ INE: m) o(z = 600 m)Vj = 3.6 t.
g

10. Energie eines Gases (*)

Ein Raum des Volumens 40 m?® enthalte ein Gas mit dem Druck p = 1000 hPa.

a) Berechnen Sie die gesamte translatorische kinetische Energie aller Gasmolekiile,
die sich in diesem Raum befinden.

b) Nehmen Sie an, das Gas in diesem Raum sei bei einer hohen Temperatur und be-
stehe vollstiandig aus zweiatomigen Molekiilen fiir die alle Freiheitsgrade angeregt
sind. Berechnen Sie die zusétzliche Rotations- und Vibrationsenergie des Gases.

Losung:

a) Die translatorische kinetische Energie eines Gases (egal aus wievielen Atomen die
Molekiile bestehen) ist nach der idealen Gasgleichung pV' = NkgT

3 3
Etrans =N- §kBT = ipV = 6.0 MJ.

b) Die Gesamtenergie der Gasmolekiile ist

f f
E=N-LinT =Lpv.
g kel =5pV

Nun gibt es bei einem mehratomigen Molekiil drei Translations- und drei Rotati-
onsfreiheitsgraden. Bei einem zweiatomigen Molekiil kommt noch ein Vibrations-
freiheitsgrad hinzu (Schwingung der Atomkerne entlang ihrer Verbindungsachse),
d.h. f =3+ 34 1= 7. Die Energie der Rotations- und Vibrationsbewegungen ist
demnach

4
Brotpvin = 5pV = 8.0 MJ.

12



11. Stickstoffmolekiile (*)

a) Bestimmen Sie die mittlere Geschwindigkeit eines Stickstoffmolekiils in einem Gas
bei T' = 25°C mithilfe der Maxwell-Boltzmann-Geschwindigkeitsverteilung.

b) Wie grof ist die Anzahl N der Stickstoffmolekiile in einem Volumen von 1 m? bei
einem Druck von 1000 hPa und welcher Stoffmenge entspricht das?

Losung:

a) Die Stickstoffatome im Ny-Molekiil bestehen aus 14 Nukleonen. Die Masse des
Stickstoffmolekiils ist somit durch m = 2 - 14 u gegeben. Aus der Vorlesung erhalten
wir die Formel fiir die mittlere Geschwindigkeit

kT
U=/ —— = 474.82 m/s.
™m
b) Aus der idealen Gasgleichung
pV = N]{IBT
erhalt man fiir die Anzahl der Stickstoffmolekiile
pV 25
N =-— =1243-10".
kgT

Dies entspricht einer Stoffmenge von

N %
= — =40.34 mol ~ .
" NA o Vmol

Da hier nicht mit Standardbedingungen gerechnet wurde, erhélt man fiir die Rech-
nung mit dem molaren Volumen einen ’leicht’ abweichenden Wert.

12. Maxwell-Boltzmann-Geschwindigkeitsverteilung (**)
Im thermischen Gleichgewicht ist die Geschwindigkeitsverteilung durch die Maxwell-
Boltzmann-Verteilung gegeben.

a) Bestimmen Sie die wahrscheinlichste Geschwindigkeit der Verteilung.

b) Bestimmen Sie das mittlere Geschwindigkeitsquadrat.

d

Hinweis: Die Tatsache, dass z"e™** = <—d—
a

n
) e~ % ist, konnte niitzlich sein.

13



Losung:

df(v)
dv

V=V

Fiir das Maximum gilt
"U:UW
=:C

d \/5 m \¥? e mv?/2
—_ — —_— — X J—
do |V 7 \keT P\ T
mv? /2 muv mu2 /2
— 2 o w 2 w T Twr = —
C [ Vy €XP ( T > vy, T exp ( T )]

a) Die wahrscheinlichste Geschwindigkeit vy, tritt am Maximum der Verteilung auf.
muv? /2 m !
e 2C W Wi 1 a2 — O
Hr P ( kT ) ( o szT)

Somit folgt (vy = 0 kann man ausschliefen)

[2kgT
Vy = )
vy _m

b) Das mittlere Geschwindigkeitsquadrat erhélt man aus

_ 7 >/ m\* [ mu? /2

2 — 2 — j— _ 4 —

! /d”“ J(w) \/;(kBT> /dm exP( ksT >
0 0

Fiir die Auswertung des Integrals erhdlt man mit dem Hinweis und a = m/(2kgT)

o0

0? d? a2 /1 [n 3 [«

4 —av? —av? —av?

/dvve —/dvﬁe " da? dve _@(5 E) s\ a5’
0 0

0

wobei man sich das Integral iiber die Gaufiglocke

e}

/ dre %" = \/E
a

—0o0

merken sollte (fiir die Herleitung cf. Analysis). Wir erhalten also letztendlich

ﬁ_\/g m 3y (2k T\ _ kel
Vo \ kT 8 m T om
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