Musterlosung Analysis 3 - Integralsatze

12. Marz 2011

Aufgabe 1: Zum Aufwiarmen
(i) Berechne die Gramsche Matrix und Determinante fiir die folgenden Falle:
(1) Fiir die Kugeloberfliiche 0K = {x € R3: (x — 20)? + (y — y0)*> + (2 — 20)* = R?*}

Losung:

R? 0
G0,) = ( 0 R? sin2(9))
und es ergibt sich g(#, ¢) = R*sin*(0)
(2) Fiir die Oberflachen eines Zylinders der Hohe h und des Radius p.

Lo6sung: Man muss die Oberflache hier trennen und die einzelnen Komponenten zerlegen.
Wir verwenden durchgehend Zylinderkoordinaten Betrachten wir zunéchst den Mantel
M:=x € R?: 2% +y? = p?, 2 € [0, h]:

6= (4 )

und daher g(p,z) = p?. Fiir den Boden (und respektive auch den Deckel) gilt, dass z
konstant ist und wir erhalten deshalb

6ol = (o 2)

und g(r, @) = 2.

(ii) Zeige, dass sich der Flacheninhalt des reguléren Flichenstiickes S = x(.A) mit der Parametri-
sierung
x
x=|

fz,y)
als [dO = [ \/1 + f2(x,y) + f2(x,y)dN (2, y) schreiben ldsst.
S A

Beweis: Fiir die Gram Matrix ergibt sich

1+ fxy) f ) f(x,y)
Gl@,y) = <f5<x,y>f£<x,y> 1+ f2(z.y) >

und die Gramsche Determinante g(x,y) = 1+ f2(x,y) + f7(z,y). Aus der Definition des
Oberfléchenintegrales ergibt sich nun

/doz/mdx2(x,y) :/\/1+f§(x,y)+f5(w7y)dk2(x7y)
S A A




(iii) Sei 0 < f € C([a,b],R) und x : [a,b] x [0,27] — R3 x(u,v) = (u, g(u)cosv, g(u)sinv) eine
Parametrisierung, dann gilt fiir das Flachenstiick S = X(A) it A= [a,b] x [0,27]

b
/dO = 27r/g(u)\/1+gg(u)d)\l(u)
S a

Beweis: Wie schon zuvor ergibt sich fiir die Gramsche Matrix

G(u,v) = (1 * (g)?‘(u) gQ?u)>

und daher fiir die Gramsche Determinante
9(u,v) = g*(u) (1 + gi (u))

Aus der Definition des Oberflichenintegrales folgt nun

b
/dO = /g(u)\/m)\zu,v = 2#/9(“)\/%60‘1(“)
S A a

Aufgabe 2: Satz von Green und Satz von Stokes

(i) Beweise dem Satz von Gaufs in 2 Dimensionen in der Form

T
Beweis: Man wende den Greenschen Satz auf das Vektorfeld F = (—g—;, g—g) an. Daraus

ergibt sich
U
// Aud)\? = // [33@2 ]
= /F - dx

9A
Oou . ou .
= / (i?xy(s) - 8yac(s)) ds
0A
ou ou
= [ (G v 5 )
0A

wobei v(s) = (z(s), y(s)) als Weg verwendet wurde.

(ii) Beweise die sogenannte Leibniz-Flichenformel
. b

Fo) =5 [y~ yi)i
a

wobei F(v) die vom C'-Weg v : [a,b] — R? 7(t) := (x(t),y(t))? umschlossene Fliche bezeich-
net.

Hinweis: Betrachte das Vektorfeld F = $(—y,z)T.



Beweis: Wir verwenden den Satz von Stokes:

/F cdy = / <£3F2 — aiﬂ) d\? = Fliche von A
A

0A

und die Linke Seite ergibt mit 4 = (&, 9)7

b b
[ro=4(2) Q)a=b oo
oA a a
womit die Behauptung gezeigt ist.
(iii) Berechne das Kurvenintegral
/ F.dx
2t

fiir die folgenden Wege v und Vektrofelder F'.

Yz cost
() F=|-y*+22)] , v@®)=| t | ,te]o,2n]
—yx sint
Losung:
2r [ tsint —sint 27
/ —t . 1 dt = — / 2tdt = —4m
o \—tcost cost 0
ye’ Int
@ F=|z22| , 2)=|t].,te(01)
Y t
Losung:
1 /43 1 1
! ! 2, .3 7
/ 2] - |2t dt:2/[t+t]dzﬁ:6
o \t° 1 0
—y cosht
B)F=| = , ()= |sinht | ,t€]0,1]
z et
Loésung
L /—sinht sinh ¢ 1 1
/ cosht | - | cosht | dt = /(1 —eNdt = —[1+ €’
—t —t 2e
0 € —¢ 0

(iv) Bestiitige den Satz von Stokes fiir das Flichenstiick K, = {(z,y,2) € R® : 22 + ¢y* + 22 =
R2,z >0} und das Vektorfeld A = % (—y, a:,O)T.
Lésung: Wegen V x A = (0,0,1)7 gilt
0 R? cos ¢ sin® 0
/(v x A) dO:/ 0| - [ R?sinpsin®6 | d\* = 7R?
1
S

5 R%cosfsinf

Wir parametrisieren den Rand von S durch ~(¢) = (Rcos(t), Rsin(¢),0) , ¢t € (0,27) und
damit erhalten wir

1 2m [~ Rsin(t) —Rsin(t)

/Adx = - / Rcos(t) | - | Recos(t) | dt =nR?
2

oS 0 0 0



Aufgabe 3: Integration im Raum und Satz von Gaufs

(i)

Betrachte die beiden Zylinder Z; := {x € R® : 22 +¢? < 1} und Zy := {x e R : 22 + 22 < 1}.
Berechne das Volumen und die Oberfliche des Korpers K = Z; U Z5.

Losung: Aus den Bedingungen erhédlt man —1 < 2z < 1, —v1—22 < y < V1 —22 und
—v1 — 22 < z < /1 — 22. Daher lautet das Volumen des Korpers

V1—x2

V(K) = / dudy / dz

2 +y2<1 —V1—z2

1 1—x2

:2/dx / dym

-1 1—x2
1

= 4/dx(1 —z?)
1
16

3

Aus den beiden Ungleichungen in den Bedinungen zu unserem Korper ergeben sich vier gleich
grofie Oberflichen, welche den Bedingungen y+ = /1 — 22 und 21 = /1 — a2 geniigen. Die
Oberfléche berechnet sich dann durch

1 1—x2

O(OK) = 0(9K,, UOK, UIK., UOK. )=40(0K..) = / da / dyﬁ ~ 16
-1 —vi=Z
Hierbei wurde das Flichenelement dO(z,y) = ﬁdﬂcdy verwendet, welches sich aus der
Parametrisierung von 0K, mit
x
X = Y
24 (7, y)

ergeben hat.

Betrachte die Hohlkugel K := {x € R : 1 —d < || < 1} mit 0 < d < 1 und |-| als die
euklidische Norm. Berechne das Integral

1
u(P) :'y/ |x7P‘d)\3
K

wobei v eine konstante ist.
Hinweis: Wihle 0.B.d.A. P = (0,0,p)” und verwende spiter die Substitution ¢ = — cos(6).

Losung: Wir parametrisieren mit Kugelkoordinaten, dann gilt

|z — P|*> =72 + p* — 2rpcos()



und man erhélt damit

1 ™ 2m
1
=7 / drr? / dfsin(0) [ de
2y J \/7"2 + p? — 2rpcostheta

1
drr2/dc
J V12 4+ p? + 2rpC

1

—1

1
Zd
1
= 27y / drf r2 + p? +2rp<}
7, p
/1

(iii) Integrieren sie die Funktion g : R3 — R,

9(@,y,2) = At pta
iiber das Ellipsoid E = {(z,y, z) € R3: "g—i + ‘Zé + %j = 1} mit den Halbachsen a,b,c > 0.
Loésung: Wir verwenden die folgende Parametrisierung
x: (0,7) x (0,27) = R® | x := (asinfcos p, bsin O sin g, ccos )"
und damit ergibt sich
Xg X X, = sin @ (besin 6 cos ¢, acsin 0sin g, ab cos 9)T

Daher gilt

.2 2 2 02 2
. sin” 6 cos sin” 6 sin cos- 0
Ixp X x,|? = a?b*c? sin? 0 < L. LA

a? b2 c?

und es ergibt sich fiir das Oberflachenintegral

2 iy
.2 2 C 29 2 2
) sin“fcos” ¢  sin“#sin“¢  cos” 0 4 1 1 1
/ng: /d(p/dﬁabcsmﬁ( 2 + 72 + 2 ) 37rabc( + — 7 + )
E 0 0

(iv) Sei U :={x € R3: 22 + %> + 22 <9} und F = (z + ysin(z),y, e*)" ein Vektorfeld. Berechnen

sie
/ F-dO
au
Loésung:

4
/F -dO = /div(F)d)\?’ =2. §7T33 =721
oU U
(v) Berechne das Volumen von K = {x € R3 : 2% + y? + 22 < 4 und 22 + y? < 2z}.

Loésung: Wir parametrisieren K mit Hilfe von Zylinderkoordinaten und erhalten dann die
Bedingungen: 72 4+ 22 <4 — 22 <4 —r% r < 2cos(p) und aus der Letzten und der Tatsache,



dass 7 > 0 in Zylinderkoordinaten gilt, ¢ € [0, Z) U (3, 27]. Man mache sich klar das druch
die Unterscheidung unsere Korper in zwei Integrationsabschnitte K7 und Ky zerféllt, und dass
diese gleiches Volumen haben (falls dies nicht klar sein sollte, berechnet man beide Volumina
explizit). Daher gilt

I 2cos(p) VAP
V(K)=2V(K;) = 2/dg0 / drr / dz
0

0 —/4—r2
3 2cos(p)
=4/dgp / drrv/4 — r?
0 0

usy
2

[ o[- costen?]
0

ol B,

25
== [ de[l —sin®(p)]
3 0/

1
= 36[371' — 4]

(vi) Verifiziere den Satz von Gauf durch explizites Ausrechenen fiir den Kérper K := {x € R3 :
22 +y2 < (1 - 2),2 €[0,1]} und das Vektorfeld F = x € R3.

Losung: Wir miissen den Kérper K in zwei Flachensegmente aufteilen, in den Boden und den
Mantel, und parametrisieren diese Beiden dann mit Hilfe von Zylinderkoordinaten. Beginen
wir mit dem Mantel. Hier ist die Parametrisierung durch

T COS
Xy = | rsing
(1-r%)

gegeben, woraus folgt:

27 cos 9 9
—xy X —Xp = | 2rsing |, |=—xp X =—xp| = V4Ar2 +1
or oL , ar dy

Hiermit ergibt sich

/FdO = /(27“2 + (1 —7?)r)drdp = gw
M M

Fiir den Boden ergibt sich

7 COS P
xp = | —rsingp
0
gegeben, woraus folgt:
2x X —Xp = 8 |ﬁx X —Xp| =7
o M acpM_ - ) g XM (990M_
Und daher
/FdO = /(—r)zdrdcp: 0
B B



Andererseits ergibt sich

1

27 ﬁ
/div(F)cl/\3 =3/dz/dg0/drr = gﬂ'
K 0 0

0

womit der Gaufssche Satz explizit bestétigt wurde.



