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Aufgabe 1 (Messbarkeit der Komposition zweier Abbildungen). Seien (X, 21),
(Y,B) und (Z,€) Messrdume und f: (X,A) — (V,B), g : (V,B) — (Z,¢)
messbar. Zeigen Sie, dass dann auch fog: (X,2) — (Z, €) messbar ist.

Losung. Sei C' € € beliebig. Dann ist wegen der Messbarkeit von g die Menge
B := g }(C) € B. Aus der Messbarkeit von f folgt dann sofort

F7HUB)=["g(C)=(fog) ' (C) e

und damit f o g messbar.



Aufgabe 2 (Messbarkeit wichtiger Funktionen). Sei (f,,)nen eine Folge messba-
rer Funktionen. Zeigen Sie, dass dann auch sup,,cy f, und inf,cy f,, messbar
sind.

Lésung. Nach Vorlesung ist die Messbarkeit einer Funktion f : (X,2) —
(Y,B) dquivalent zur Messbarkeit der Menge {f < a} bzw. {f > «a} fiir alle
a € Q, also ist zu zeigen, dass {f < a} € AVa € Q.

Sei nun f := sup,cy fn- Es gilt

{supfn < a} = ({fn <ol

neN neN

Nun sind aber die Mengen {f, < a} € AVn € N wegen der Messbarkeit
von f,. Aus der Definition einer o-Algebra folgt dann insbesondere, dass
Mnentfn < a} € A und damit die Messbarkeit von f.

Fiir die Funktion f' = inf,en f,, geht man dhnlich vor: es ist nun
] > = >
{g%g fo > a} ON{fn > al,

wobei die Mengen {f, > a} messbar sind wegen der Messbarkeit aller f,,.
Daraus folgt wie oben {inf,cy f, > a} € 2 und somit f messbar.



Aufgabe 3 (Monotone Konvergenz). Zeigen Sie:
Fiir alle f € E* gilt:

1
lim n/log<1+—f) d,u:/fd,u
n—00 n

HINWEIS: Warum gilt (1 -+ %f)n 1. exp(f)?

Losung. Idee: Wende den Satz zur monotonen Konvergenz auf die Folge

foi=nlog (1+2f) =log (1+ %f)n an.
Es gilt

1 n
(1+27) 1 e,
denn fiir alle z € R ist

(b =B () 1. U

k=0

(hierbei wurde verwendet: ()% 1 ).

Wegen der Monotonie und Stetigkeit des Logarithmus (f € E*) gilt dann
aber auch f, T f, denn

lim log ((1 + %f) n) = log (71113& <1 + %f) n) = log (exp(f)) = f

Nach dem Satz zur monotonen Konvergenz ist also

1 1
lim n/log(1+—f> d,u:/lim nlog<1—i——f) du:/fd,u
n—00 n n—00 n



Aufgabe 4 (Integral auf (N, PB(N), ). Betrachten Sie den Mafiraum (N, B(N), )
mit dem Zahlmafl . Darauf sei eine messbare Funktion f: N — R,
f(n) =: f, definiert.

1. Begriinden Sie

[ =3 =% 1.

neN neN

2. Formulieren Sie fiir obiges Integral auf (N,3(N), 1) den Satz zur ma-
jorisierten Konvergenz (ausgedriickt fiir Reihen).

3. Sei nun auf (N,B(N)) ein anderes Maf} v definiert durch v({n}) := 47"
Vn € N und die Funktion f: N = R, f, = f(n) = (—3)" gegeben. Ist
v normiert, also v(N) = 1?7 Warum ist f integrierbar? Berechnen Sie

/fdu, /12Nfdu

Losung. 1. Wir beweisen die Beziehung gemé&fl der Lebesgueschen Leiter
zunéchst fiir Elementarfunktionen E. Im Falle (2,2(, ) = (N, B(N), u)
sind Elementarfunktionen Folgen mit nur endlich vielen von Null ver-
schiedenen Gliedern. Sei also a € F in Normaldarstellung, dann besitzt

a die Darstellung
a = Z akl{k}.
keN

Man bemerke dass es sich bei der Summe ),  tatséchlich um eine
endliche Summe handelt (wegen der Definition von a). Nun ist es aber
leicht, das Integral anzugeben:

Jadu=Y aptii) = 3

keN 1 kEN

womit die Aussage fiir Elementarfunktionen bewiesen wire.

Jetzt betrachten wir monotone Limites von Elementarfunktionen. Da
fiir jede positive Folge a € [0,00)N gilt 11, vya TN @, ist E* =

-----



Wegen f = f* — f~ mit f* € E* gilt nun

[ran=[rran- [

=K== =)

neN neN neN

=Y fn

f ist integrierbar genau dann, wenn [ |f|dp = Y, | fa] < o0, dh.
wenn » . fn absolut konvergent ist.

. Der Satz zur maJorlslerten Konvergenz lautet hier:
Seien (a,), (al ) Folgen in R (k,n € N) mit limy_, ol = a, punkt-
weise, und existiere eine summierbare Folge (b,) in R, b, > 0Vn € N
mit

1a®| < b, Vk € N (punktweise).

Dann sind a%k) und a, summierbar Vi € N und es gilt

Z a, = lim a(k)
k—o0

neN neN
. Esist
1
N)= [ 1ydv = ({k}) 471 =2 i
(00 = [ s =S v(ik) = §) =3

und damit v nicht normiertes Maf.

Weiter ist f integrierbar, denn

[171ay = Sl = i( )nzgli%:3<oo

neN n=1

und damit




Aufgabe 5 (Integrierbarkeit). Zeigen Sie, dass die Funktion f : [0,00) — R,

(-1

f(z) = Z n Ljn-1,)()

nicht Lebesgue-integrierbar ist. Wie ist dann die Gleichung

/00 f(z)dz = log2
0

zu verstehen?

HinwEeis: Wie sieht der Graph von f aus? Finden Sie einen einfachen Aus-
druck fiir |f| und zeigen Sie, dass |f| nicht Lebesgue-integrierbar ist. Warum
ist dann f nicht Lebesgue-integrierbar?

Losung. Der Graph von f ist in Abbildung 1 gezeigt. Die Funktion besteht

Abbildung 1: Graph der Funktion f.

—(_TH. Man wiirde erwarten, dass der Wert des

also aus Balken der Fliche
Integrals
(_1 n+1

/Ooof(x)dx => T)L = log 2

n=1

ist. Dies ist jedoch nur der Fall, wenn man das Integral als uneigentliches
Regelintegral

) b

f(x)dz = lim [ f(x)dz

0 b—o0 0

auffasst.
Im Rahmen der Lebesgueschen Theorie ist f nicht integrierbar, denn

=1
|f| = Z El[nfl,n)
n=1



und mit monotoner Konvergenz (bei *)

N 00

( 1)n+1 ( 1)n+1
E ]—nf n E n—1,n
ot n [n—1,n) N ra n 1[ 1, )(ZL’)

gilt

JECISY DS TRRTIES Y ESTRTIEES SET
n=1 n=1 n—1

Damit ist |f| nicht integrierbar, und wegen |f| = f™ + f~ ist f* oder f~
nicht integrierbar und daher per Konstruktion des Integrals f = f* — f~
nicht integrierbar.



Aufgabe 6 (Integration beziiglich MaBen mit Dichten und BildmaBen).
Sei f: R* = R, (z,y) — 22+9y? und p := f(A\?) das Bilmafl des 2-
dimensionalen Lebesgue-Mafles unter f.

1. Warum ist f messbar?
2. Berechnen Sie p([a,b]) fir a,b € R, a <b.

3. Bestimmen Sie eine Dichte p, sodass pA!([a,b]) = p([a,b]) Va,b € R,
a <b.

4. Wie lautet die Radon-Nikodym Ableitung von pu beziiglich A'?
Lésung. 1. f ist stetig und daher messbar.

2. Esist fir a,b € R, a < b:

pla, b)) = N(f ([0, 0])) = N({(z,y) € R @ < /a2 + 32 < b})

0, b<0
Xz € R ] € o)) = { 71— a?), 0<a<h
b2, a<0<b

3. Fiir die Dichte p : R — R muss Va < b gelten

(la,b]) = (pAV) ([a, b)) = / pdN = / plz) da

[a,b]

mit p([a, b)) aus (2). Ableiten der Gleichung nach b liefert

0, b<0
=14 =
p(b) {%b, b>0

Die Dichte p(z) = max{0,2nz} erfiillt also (pA')([a,b]) = u([a,b])
Va,be R, a <.

4. Nach dem Satz von Radon-Nikodym ist die Radon-Nikodym-Ableitung
von pu bzgl. A! gerade die Dichte p, also

du
a ~*
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Aufgabe 7 (Integration beziiglich MaBen mit Dichten und Bildmaflen). Sei
[iR >R, f(z) = log o], £(0) = —o0.
1. Warum ist f messbar?
2. Sei p := f(A'). Berechnen Sie yu([a, b]) fiir a,b € R, a < b.
3. Sei p: R — R, p(x) = 2e*. Zeigen Sie: pA\! = pu.
4. Wie lautet die Radon-Nikodym Ableitung von p beziiglich A\'?
Losung. 1. f ist messbar, denn
(<} = 7 ((=o0al) = {x € R logle] < a} = {r € R la] <)
= [—e% e
ist ein abgeschlossenes Intervall und daher {f < a} € B.
2. Fira,b e R, a <D gilt
plla b)) = X (f 7 ([a,0])) = M ({z €R: a <log|z| < b})

=N({zeR: " <|z| <)) =N ({z eR: |z] € [ €"]})
=2(eb — e

3. Esist
pN (o) = [ pd =2~ %) = u((a.b)
[a,b]

fiir alle a,b € R, a < b. Damit stimmen g und pA! auf allen abgeschlos-
senen Intervallen, also einem Erzeuger der Borel-Algebra B, iiberein
und miissen daher euf ganz B gleich sein.

4. Wie in Aufgabe 6.4. ist
dp

o
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Aufgabe 8 (Integrierbarkeit mit Fubini). Zeigen Sie mithilfe des Satzes von
Fubini, dass die Funktion

xr —

y
5 ,y>0

fx,y) = @)

nicht A%-integrierbar iiber der Menge B = [0, 1]?

Lésung. Fiir die iterierten Integrale gilt

(1)

[ sens) o= [ ) o
/(1w§2%9 [ ([ e [
AN J)/ﬁ

[,

wobei bei [1] die Substitution £ = x + y verwendet wurde.

)i [ ([ o)
mle”% L) ao= [ (o [ R [ ) 0
LRI

LS|
{1—1—35}0:5

wobei bei [2] die Substitution n = z 4+ y verwendet wurde.

Die Ergebnisse stimmen also nicht iiberein, d.h. der Satz von Fubini gilt nicht
fir die Funktion f. Das ist nur moglich, wenn f nicht A%-integrierbar {iber
[0, 1]? ist, also

fdA? = oc0.

[0,1]2
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Aufgabe 9 (Ebene Polarkoordinaten und Integrierbarkeit). Das 2-dim. Lebesgue-
MaB )2 werde einer Transformation in ebene Polarkoordinaten unterworfen.

1. Geben Sie die Transformation ¥ (Definitionsbereich mit Begriindung)
samt Jacobimatrix DV und Funktionaldeterminante an.

2. Wie transformiert sich \??

3. Gegeben sei nun zusétzlich eine messbare und beschrankte Abbildung
f:R? 5 Rmit f = O(|z||*) fir ||z]] — oo. Zeigen Sie mit obiger
Transformation, dass f integrierbar ist, falls a < —2. Argumentieren
Sie sauber, indem Sie die an den jeweiligen Stellen relevanten Sétze
nennen!

Lésung. 1. :U =V, UV C R? offen, muss ein C!-Diffeomorphismus
sein, also ¥ bijektiv und ¥, U~ stetig differenzierbar. Wihle nun als

Abbildungsvorschrift ¥ : (0,00) x (0,27) — R*\ {(x,0) € R*: = > 0},

o= (79)

7 sin ¢

Dann sind U und V offen, ¥ bijektiv und stetig differenzierbar und
wegen

__[cosp —rsing _
D) = (Gnf TEE). v )] =7

invertierbar fiir alle (r, ¢) € (0,00) x (0, 27) mit stetig differenzierbarer
Umkehrarbbildung (es gilt DU~ (z,y) = (DV(V(z,y)))™ ).
U und V sind dabei bis auf A>-Nullmengen gleich R
2. Es gilt
1

1
A\2) = |detDU A2 = A\, = A2
V) = DY = D T ) T

3. Sei f: R?* — R? messbar und beschriinkt, f = O(||z||*) fiir ||z| — oo.
Letzteres bedeutet, dass 3C, R > 0, sodass

[f(@)] < Clle]|* V]| = &. (1)

Aus der Beschrianktheit von f folgt sofort dass f 150 integrierbar ist.
Wegen 1 folgt die Integrierbarkeit von f dann aus der Integrierbar-
keit von ¢ := CH;I;Hale\m (integrierbare Majorante nach 1). g ist
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integrierbar, denn
/ gd\?* = W /(go\If)|detD\Il]d)\2 —/g(\If( ) rdrdp
R2

[2]/ / Cr® rdgodr—QﬂC/ rotldr

o 2 a+2
=27C B —WCR
a+2], o+ 2

€ (0,00).

Dabei wurde bei [1] der Transformationssatz samt der Tatsache, dass
U bis auf eine Nullmenge gleich R? ist, verwendet. Bei [2] wird der Satz
von Tonelli verwendet. Dieser wird im Nachhinein gerechtfertigt, denn
[3] ist nur moglich, falls @ < —2 ist, nur dann ist der Ausdruck < oo.
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Aufgabe 10 (Transformation des Lebesgue-Mafles). Zeigen Sie:

Fiir eine lineare Transformation f : R¢ — RY, die beziiglich der Standard-
basis des R? dargestellt werde durch die Matrix A = diag(ay, ..., aq) mit
ag,...,aq € R\ {0}, ist

fOH =lag - gAY

1. elementar durch Auswerten an Quadern (HINWEIS: Definition des Bild-
mafes).

2. mithilfe des Transformationssatzes.

Lisung. 1. f ist linear und damit messbar. Sei [a,b] C R? ein abgeschlos-
sener Quader, dann ist
1 1 1

AN ([a,b]) = XA a, b]) = \? (a—l[al,bl] X a—Q[@, by] X -+ X a—d[ad,bd]

1

N laq| ... ||

A ([a, 0])

fiir alle a,b € R%, a < b. Damit ist f(A\Y) = |ag--- - ag| I\ gezeigt auf
einem Erzeuger der Borel-Algebra B¢, woraus die Gleichheit auf ganz
B folgt.

2. BEsist D(A™') = A~!. Nach dem Transformationssatz gilt dann
A = |det(DA™Y A = |detA| A = |ay - - - ag| A

woraus die Behauptung folgt.



