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10. Marz 2011

Aufgabe 1: Zum Aufwarmen 5 Punkte

(i)

(iii)

(iv)

Zeige, dass die Mengensysteme {{), X} und P(X) o-Algebren sind.
Beweis: Es sind jeweils nur die Charakteristika nachzuweisen.
(1) Zunichst {0, X}
X e{0,X}
Xe=0 = (Ae{d,X}= A°e{0,X})
XUbp=Xe {0 X}

X e {0, X}
AeP(X) = A°CX=A°e€PX)
A, e P(X),¥neN = J,en4n CX = U, ey 4n € P(X)

Konstruiere die kleinste o-Algebra iiber der Menge X, die {A} mit A C X enthilt.
Antwort: Wir behaupten A := {0, A, A°, X} ist die gesuchte o-Algebra.
Zunéchst zeigen wir, dass A eine o-Algebra ist.
XeA
X¢=0und A,A°c A = (BeA=DB°cA)
XUD=X,AUA =X, AUD=A, usw. € A
Kurz kann man dies auch folgendermafsen ausdriicken: A ist nach Konstruktion eine o-Algebra.

Nun noch der Beweis, dass dies die kleinste o-Algebra ist. X, miissen in jeder o-Algebra
enthalten sein, kénnen also nicht entfernt werden, aufierdem kann keine Menge, welche A
enthélt entfernt werden, da A dieses Element enthalten soll. Des weiteren kann dann aber nicht
mehr A€ entfernt werden, da sonst Punkt 2 unserer Charakterisierung nicht mehr erfiillt wére.
Daher kann durch kein Entfernen von Elementen aus A eine kleinere o-Algebra konstruiert
werden.

Mache Dir klar, dass jedes Maf auch ein Inhalt ist.

Beweis: Da eine o-Algebra auch ein Ring ist, sowie die o-Additivitat die endliche Additivitat
impliziert, ist dies der Fall.

Beweise die Monotonie-Eigenschaft von Inhalten aus der Vorlesung.

Beweis: Sei A C B, dann gilt

1(B) = p(AU (B\ A)) = p(A) + n(B\ A) = p(A)



(v) Was ist der Unterschied zwischen einer Borel-messbaren und Lebesgue-messbaren Mengen?

Antwort: Eine Lebesgue-messbare Menge besteht aus der Vereinigung einer Borel-messbaren
Menge B und einer Nullmenge N des Lebesgue-Borel Mafes.

(vi) Wie ist das BildmaR eines Mafes p : A — R unter einer Abbildung f : (X, A) — (Y, B)
definiert und welche Bedingung muss an die Abbildung gestellt werden, damit das Bildmaf
sauber definiert ist.

Antwort: (X, A), (Y, B) miissen Messrdume sein und f selbst muss A-B-messbar sein. Dann
definiert man das Bildma# fiir B € B durch f(u)(B) = u(f~1(B)).

Aufgabe 2: Mengentheorie 5 Punkte
(i) Zeige die folgenden Eigenschaften mengentheoretischer Operationen:
(a) AAB=BAA
Beweis: AAB=(A\B)U(B\A)=(B\A)U(A\B)=BAA
(b) CcNB\A=B\(AUCQC)
Beweis: C°NB\A=C°N(BNA°)=BN(CUA)°=B\(AUC)
(©) U, B\ A = B\ (N, An)
Beweis: U,”; B\ 4, =U,_,(BNA;) = BN (N2, 4n)° = B\ (NaZ1 4n)
(d) Mazy B\ An =B\ (UpZ; 4n)
Beweis: nzozl B\ A, = ﬂfle(B NAR) =Bn (Ufle Ap)® =B\ (UZO=1 Ay)
(ii) Zeige folgende Aussagen
1) )
lim A, = U A, falls (A,)nen wachsend ist

nree n=1
Beweis: o = -
lim inf A,, = n!l ]Qn Ay = n!l Ap D li&solip An D liminf A,
(2) N
lim 4, = Ql Ay, falls (A )nen fallend ist
Beweis:

liminf A,, = D ﬁ A, = ﬁ A, = ﬁ G A =limsup A,
nree n=1k=n k=1 n=1k=n n—eo

Das heifst, dass jede monotone Folge von Mengen konvergiert.

Hinweis: Verwende die Definition der Konvergenz von Mengenfolgen aus der Vorlesung, welche
den lim sup und lim inf verwendet.

(iii) Zeige, dass (limsup A,,)¢ = liminf AS fiir eine Folge von Teilmengen aus X gilt.
n—oo n—00

Beweis: Die folgt einfach aus dem Dualitéatsprinzip

(limsup 4,,)¢ = ﬁ D Ap)° = (O ( G Ap)¢ = G ﬁ A¢ = liminf A
nreo n=1k=n n=1 k=n n=1k=n e



(iv) Es seien (Ap)nen, (Bn)nen konvergente Folgen von Teilmengen von X. Zeige, dass die Folgen

(A8 nen, (AnNBp)nen, (AnUBp)nen, (An \ Bn)nen, (An A By )nen ebenfalls konvergieren und

bestimme deren Limites.

Beweis: Die Konvergenzbedingung lautet lim inf A,, = lim sup 4,, und wegen (limsup A4,,)¢ =

n—oo

n—oo n—oo
liminf A¢ folgt schon die erste Behauptung. Deren Limes lautet lim AS = liminf AS

n—00 n—00 n—00
(limsup 4,,)¢ = A° mit A := lim A,,.
n—00 n—00

Genauso lésst sich lim (A, NB,,) = (limsup A,)N(limsup B,) = ANB und lim (4,UB,) =
n—0o0 n—o00 n—o0 n—00
(limsup A,,)U(limsup B,,) = AUB zeigen. Die letzten beiden lassen sich aus einer Kombination
n—oo n—oo

dieser Regeln und der jeweiligen Definition zeigen.

Sei (Ap)nen eine fallende Folge von Teilmengen von X, B C X und es gelte A,, \, 4, dann
gilt B\ A, /' B\ A.

Beweis: Zunéchst zeigen wir das (B \ A, )nen eine wachsende Folge ist, dass also (B\ 4,,) C
(B \ Any1) gilt. Das folgt aber aus der Voraussetzung, dass (A, )nen fallend ist, denn dies
bedeutet A, D Ap41 < AF C AL . Und damit folgt

(B\Ay) = (BOAS) C (BN Ayr) = (B Auya)

Da jede monotone Folge von Mengen konvergiert, folgt die Behauptung.

Aufgabe 3: Ringe und Algebren 5 Punkte

(i)

Es seien R ein Ring iiber X und A := RU{A°: A € R}. Dann ist A die kleinste Algebra iiber
X, die R umfasst. Ist R ein o-Ring, so ist A die kleinste o-Algebra, welche R umfasst.

Beweis: Sei R zunichst ein Ring. Dann gilt

leR = XcA
Ac A = A°c A

Die zweite Aussage folgt aus der Definition von A. Fiir den Beweis der letzten Eigenschaft
unterscheiden wir drei verschiedene Fille. Seien A, B € A, dann unterscheidet man:

(1) ABeER=ANBeR=ANBec A

(2) AB°e R=A\B°=ANBeR=ANBec A

(3) A\ B°eR=A°UB°eR=(A°UB)*=ANBeA

Sei R nun ein o-Ring, dann bleibt nur noch die o-Additivitat zu zeigen. Seien A,, € A,Vn € N,
dann unterscheiden eir wieder drei Félle:

(1) ApeRVneN=,yAn €ER=N,enAn €A
(2) A5, An € RV #0= (25 An \AF ER = ,zs An N A ER = ey An €A
(3) A, e RVneN=U,cn4n €R= (Upen 45)° =Nypen An € A

Hierbei werden die Fille, dass mehrere aber nicht alle AS in R liegen auf den Fall (2) zuriick-
gefiihrt.

Es seien f : X — Y eine Abbildung und A C P(X). Ist A eine o-Algebra, so gilt dies auch
fir B:={BCY:f1(B)ec A}

Beweis: Aus der Eigenschaft von Abbildungen Vo € X3y € Y : f(z) = y folgt, dass f~1(0) =
(). Es wird in jedem Schritt implizit von der Tatsache gebrauch gemacht, dass A eine o-Algebra
ist. Mache Dir klar, wann dies der Fall ist.

1) X A=0 =) =ft0)=f"(Y)=YeEB
(2) Sei B € B, dann gilt 34 € A: f~}(B) = A, und daraus folgt A > A° = f~1(B¢) = B° € B



(3) Sei B, € B,Vn € N, dann gilt Vn € N3A,, € A: f~1(B,) = A, und es folgt

As A= 'By)=r"(JB)=JBneB

neN neN neN neN

(iii) Sei B eine o-Algebra iiber Y und f : X — Y eine Abbildung. Zeige, dass A := f~1(B) eine
o-Algebra iiber X ist.

Beweis: Aus der Eigenschaft der Abbildung Vo € X3y € Y : f(z) = y folgt, dass f (V) = X.
Mit f~4(B) = {f~Y(B) : B € B} folgt

() YeB=A>fY(Y)=X
(2) Ac A=3BeB: f7}(B)=A= A°= f~1(B°) und mit B¢ € B folgt A° € A.

(3) Ap e AVneN=VneNIB, € B: f1(B,) = Ay = Upen 4n = [ (U,en Bn) und da
Unen Bn € B gilt, folgt U, An € A.

(iv) Zeige, ob A:={A € P(X) : Aist endlich oder A€ ist endlich } eine o-Algebra ist.
Hinweis: Unterscheide nach der Méachtigkeit |X|.

neN

Beweis:
(1) [X] <o
|X| < o0 =XecA
AcA=ACX =[Al<co=X\A=4cA
A, e A A, cX=>U,AnCX=|U,4An <c0o=,4, €A

oder die Kurzfassung A = P(X).
(2) |X| = oo Ist keine o-Algebra, denn:

Es existiert eine Folge paarweiser verschiedener Elemente (xy)ren aus X und setzte Ay :=
Tog, dann gilt Ay € A, aber sowohl (J,cy Ak = {Z2,74,...}, als auch X \ Uy 4Ar D
{z1,x3,...} sind nicht endlich. Daher gilt | J, .y Ax ¢ A und A ist somit keine o-Algebra.

(v) Zeige, dass A:={A € P(X) : Aist abzéhlbar oder A° ist abzéhlbar } eine o-Algebra ist.
Beweis: A ist eine o-Algebra, denn:
(1) X\ X =0 ist endlich, und damit abzéhlbar.

(2) Sei A € A, dann ist entweder A = X \ (X \ A) = X \ A% oder X \ A = A¢ abzéhlbar und
damit A° € A

(3) Seien A, € A,Vk € N.
Erster Fall, alle A, sind abzéhlbar, dann folgt auch, dass (J,cy Ax abzéhlbar ist.
Zweiter Fall, es existiert ein keN , s0 dass Aj iiberabzéhlbar ist (hier nimmt man 0.B.d.A.

an, dass die restlichen Aj abzéhlbar sind). Da aber A; € A gilt, muss A% abzahlbar sein.
Damit und mit

X\YJAr=x\Aapnx\ |J 4Apcx\4;
keN keEN, k#k
folgt nun, dass |J Ax € A.
keN

(vi) Sei X # 0 und (G;)ier (I eine beliebige Indexmenge) eine Familie von o-Algebren iiber X.
Zeige, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind:



(1) N, G; ist eine o-Algebra.
Beweis: Die Aussage stimmt, denn:
Xeg Vi =XeN G

Aeg, Vi = A°e G Vi=e A, G
A, €G Yni =,4,.€G,Vi=U, A €N, G

(2) U, G ist eine o-Algebra.
Beweis: Ist keine o-Algebra, denn es existiert ein Gegenbeispiel:

Seien G; = {0, A, A°, X} und Gy = {0, B, B¢, X}, dann sind G; und G o-Algebren. Dies
gilt aber nicht fiir die Menge G; U Go, da diese z.B. nicht das Element A U B enthilt.

(vii) Seien f: X — Y eine Abbildung, X,Y # () und & C P(Y) beliebig. Zeige, dass gilt
fHo(€) =a(F71(E)

Hinweis: Verwende, dass B={B CY : fY(B) € o(f~*(&))} und f~*(c(€)) o-Algebren sind.
Beweis: "C™ Wie schon weiter oben gezeigt wurde ist B={B C Y : f~"Y(B) € o(f71(€))}
eine o-Algebra mit & C B und daraus folgt

o(£) CB— [T (o(&)) C f7H(B) ca(f71(€))

”>" Wir verwenden, dass f~1(c(£)) eine o-Algebra ist:

& co(&)
f7HE)  cfHo(8)
o(f7H(E) Co(f~(a(€) = f(a(£))
(viii) Es sei £ := {{z} : x € R}. Bestimme o(&).
Beweis: Nach der Definition der o-Algebra muss o(£) mindestens alle endlichen und abz&hl-
baren Mengen C R und deren Komplemente enthalten. Daher gilt
o(&) D A:={A CR: Aist abzdhlbar oder A ist abzdhlbar oder}

Es wurde weiter oben gezeigt, dass A eine o-Algebra ist, dass also A = 0. A gilt. Da aulerdem
& C A gilt, folgt 0(€) C A. Es gilt also

ag&)=A

Aufgabe 4: Inhalte und Mafe 5 Punkte

(i) Seien g : R — R ein Inhalt auf dem Ring R, A;, A, -+ € R p-Nullmengen und A € R
beliebig.

Ist A C Up_; Ak, so ist A eine y-Nullmenge.

Beweis:
n

0<(A) < (U Ay) < é Ap=0
= uA)=0 - -

(i) Seien X # @ und p : P(X) — R ein Inhalt mit u(X) = 1 und u(A) € {0,1},VA C X, sowie
A:={AC X :u(A) =1}. Zeige, dass folgende Aussagen wahr sind:



1HogA
Beweis:
p(X) = p(X U0) = p(X) + p(0) = p(@) =0
(2) Ace A,/ ACBCX=BeA
Beweis: 1 = (A) < u(B) < p(X) <1 = u(B) = 1
3) ABe A= ANBeA
Beweis: Zunichst gilt u(AU B) < u(X) =1 und daher

1=p(A) 2 p(ANB) = p(A) + u(B) —p(AUB) 2 1+1-1=1=p(ANB) =1

(4) AcX=AcAoder A°c A
Beweis: Angenommen es gelte A ¢ A und A° ¢ A, dann gilt u(A) = 0u(A°) und somit

H(X) = p(AU A%) = p(4) + p(A%) = 0

was ein Widerspruch zur Definition von p darstellt.

(iii) Sei wiederum A = {A C X : A abzéhlbar oder A° abzéhlbar } und X tiberabzidhlbar. Dann
ist

0, falls B abzéhlbar ist
u(B) = {

1, falls B¢ abzédhlbar ist
ein Maf$ auf A.

Beweis: Weiter oben wurde schon gezeigt, dass A eine o-Algebra ist. Zunéchst gilt
u(@)=0und >0

Sei (A, )nen nun eine Folge disjunkter Mengen aus A. Zundchst nehmen wir an, dass alle A,
abzéhlbar sind, dann folgt, dass auch | J,, oy A, abzdhlbar ist. Daher gilt

u(U An> =0="> u(An)

neN neN

Nun gebe es ein 7 € N, so dass Aj; iiberabzéhlbar ist. Dann muss A abzdhlbar sein, da

A; € A. Da alle A,, paarweise disjunkt sind, folgt A,, C A%,Vn # f und somit sind alle

Ap,n # n abzéhlbar. Daher gilt nun (beachte p(A4,) = 0,Vn # 7 und (Az U |J A,)° C AS
n#n

ist abzéhlbar)

M(U An> =1=> p(A)

neN neN

womit p ein Mafs tiber A ist.
(iv) Sei p: R — R ein Inhalt auf dem Ring R. Zeige

w ist o-additiv < Fiir jede Folge (A, )nen von Mengen aus R mit A, 7 A € R gilt u(4,)  p(A4)

Dies bezeichnet man auch als die Stetigkeit von unten.
Hinweis: Betrachte die Zerlegung R > A = A; U U;OZQ Ap \ Ag—1.

Beweis: "=": Zunichst einmal gilt

(Ak+1 \Ak) N (Ak \Akfl) = Ak+1 n Az NALN Ai_1 =0



die einzelnen "Summanden” sind also paarweise disjunkt und zusammen mit dem Hinweis gilt:

um>=mm+§ﬂmmm4>

=t (1) + 3 i\ )

n—oo k=2
= nh_{rgo 1 (Al U kL:JQ A\ Ak_1> = n11_}120 w(Ay)

"< Gezeigt werden soll die o-Additivitdt von p. Sei dazu (Bp)nen eine Folge disjunkter
Mengen in B mit B := B, € R und sei A,, := UZGN By, so gilt A, /" B. Dann folgt mit
Hilfe der Vorraussetzung

neN

p(B) = lim p(An) = lim > u(By) = u(Br)
k=1 k=1

2
ay

Zeige, dass E Borel-mefbar ist und A"(E) = a3 - - - a, A" (K71(0)) gilt.

+ e+ oy < 1} der dazugehorige offene Ellipsoid.

2
an

Seien aj,ag,--->0und F := {z € R":

Beweis: Als offene Menge des R™ ist E Borel-messbar (E ist Element eines der moglichen
Erzeuger der Borelschen Mengen, welche eben die Borel-messbaren Mengen sind). E ist offen,
da es eine stetige Abbildung f : R™ — R™ (siche weiter unten) gibt, so dass E das Urbild der
Einheitskugel unter f ist.

Sei A := diag(ay,...,a,) und f(z) = A~'z. Mit Hilfe der Gleichung f(A") = |det(f)]”" A"
aus der Vorlesung mit dem BildmaR f(\)(B) = A(f~(B)), B C R™ ergibt sich nun

X(fHEL(0))) = a1 -+ ap A" (K1 (0))

und es bleibt noch zu zeigen, dass f~!(K;(0)) = E gilt. Dazu beachte man, dass die Definition
des Urbildes f~1(A) = {z € R" : f(z) € A} lautet. Nun gilt —a; < z; < a; fiirallei =1,...,n
und x € E. Daraus folgt, dass —1 < [f(z)]; < 1 fiir alle i = 1,...,n und damit f~!(K;(0)) =
E.



