Musterlosung Freitag - Integration und
gewohnliche Differenzialgleichung

21. Marz 2011

Aufgabe 1: Zum Aufwarmen
(1) Berechne die folgenden elementaren Integrale
1 [zw dx

Losung:

n m ntm
x m dx = x m
n—+m

2 [sin(z) do
Losung:

/ sin(z) de = — cos(x)

3 [In(z) dz

Lo6sung: Wir verwenden die Substitution y = e*:

/ln(x) dx = /yey dy
=ye¥ — /ey dy

= ye¥ — ¥

=zln(z) — =

4 f cosh%(az) dx

Losung: Aus der Ableitung des tanh(z) erhélt man:

/ 1 dr — tanh(ax)

cosh?(az) a

(2) Zeige die Existenz des folgenden uneigentlichen Integrales.

/67“3 dx
0

Loésung:

e Pdr=lim [e "dr= lim [(—1)e "]

(—o0 {—o00 =0 "



¢
Damit existiert der Grenzwert Clim J e™* dz und das uneigentliche Integral konvergiert.
—00 0

(3) Lose das folgende Integral mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung

Losung: Die Partialbruchzerlegung lautet

11 b 1
r(a+br) ar aa+bx
und damit
/ dz _ [ dx /9 dx
z(a+br) ) ax aa+bx

In(z) — % In(a + bx)

1
a

:11n< x )
a a+ bx

1
[
X
0

konvergent ist und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

(4) Zeige, ob das uneigentliche Integral

Beweis: Die Stammfunktion In(z) ist auf jedem Intervall (0,d) mit § > 0 unbeschrankt und
daher konvergiert das unbestimmte integral nicht.
x? , fiir z € [0, 1]

. Riemann-integrierbar?
1l—z , firzell,2]

(5) Ist f:[0,2] = R, f(z):= {

Beweis: Wir teilen den Integrationsbereich in zwei Teile [0,2] = [0,1[U[1,2]. Dann ist die
Funktion auf den Teilstiicken integrierbar, weil sie dort monoton ist. Daher ist die Funktion
auch auf [0, 2] integrierbar.

Aufgabe 2: Integration

(1) Lose die folgenden unbestimmten Integrale:
dx
1 f x In(x)

Losung:

2 [avV1+a2?ds

Lésung: Wir verwenden die Substitution ¢ = 1 + 22, dann gilt

/xwﬁﬁimzé/vf@
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5(4)2
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3 [sinh?(n) dn

Losung:

/sinhQ(n) dn = sinh(n) cosh(n) — /cosh2 (n) dn

= sinh(n) cosh(n) —n — /sinh2 (n) dn

und daraus folgt
/sinhz(n) dn = % [sinh(n) cosh(n) — 7]

3 [ cosh®(n) dn

Losung:

/coshz(n) dn = sinh(n) cosh(n) — /sinhz(n) dn

= sinh(n) cosh(n) +n — /Cosh2 (n) dn

und daraus folgt
1
/cosh2 (n) dn = 5 [sinh(n) cosh(n) + 7]

4 [Va?+a?dr mita>0

Losung:
22
/\/$2+a2dx:a/ 1+ —dzx
a

:aQ/\/1+y2dy
:aQ/coshQ(n) dn

a2

=5 [sinh(n) cosh(n) + 1]

= % [y\/l +y2+ arsinh(y)}
_1 [a:\/ a?+z2+ arsinh(%)}

2

5 [22e’ dz mit A € R
Losung: Wir machen eine Fallunterscheidung und betrachten zunéichst den Fall A = 0.
3
Dann erhalten wir [ 22 dz = % Nun nehmen wir A # 0 und es folgt

: 1 ,
/xQe)‘“ dx = F/ery dy
1 2.9 Yy
= Ve - 2ye? dy

= e [ery — 2yeY + 2ey]

1

3
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6 [ s do
Losung:

e 1 1
b+ ceo=® T e b+y Y
1
e n(b + ce®)
7 1+£aw dx

Losung:

1 —2z
/ dx:/%dx
1+ eax e3% 4+ e 3%

8 [(in(z))?* dx
Losung:
/(ln(:r))2 dr = z(In(z))? — zIn(z) — /(ln(a:) —1)dzx
= z(In(x))?® — 2z In(z) + 2z

9 [tanh*(az) dzx

Losung:
/tanhZ(a:L') dz = /(1 — #) de — = — M

cosh?(az) a

1
10 f cos(x) dx

Hinweis: Verwende die Zerlegung cos(x) =

/Fl(@da::

l—tanz(%)
1+tan2(%) "

Loésung:

1+t 2

/
/
/L
/



11 f sinlll(x) dx
Losung: Wir verwenden die Zerlegung sinh(x) = 2cosh(3)sinh(3), die Substitution
g(y) = tanh(%) und erhalten

/@dl‘:/%Sinh(%)COSh(g)dm‘:/5dy:ln(tanh(§))

12 [ 42 (a>0)

a—x2

Losung: Man integriert durch Partialbruchzerlegung des Integranten

[l a S w) = man ()

13 [3VZFL gy

Losung:

14 [artanh(z) dz

Hinweis: Benutze die folgende Darstellung des artanh(z) = 5 In (—)

/artanh(x) dx = 1/ln(1+$) dx
2 1—-2x

l/m(z) dz—&-%/hl(y) dy

5 (2(In(2) = 1) + y(In(1) — 1))

Losung:

N =N~ N =N

In(1 — 2?) 4+ z artanh(z) — 1
In(1 — 2?) 4+ z artanh(z) + C
(2) Priifen sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.
1 [a%e " dx
0
Losung:

/x‘o’e—x de = —e %23 + E’)/xQe_ﬂ7 dx

=—e 7 [xg + 322 + 62 + 6]



und damit folgt

oo ¢
/xS(fz de = lim [ z%¢ % dr=6
{—o0

0 0

Daher konvergiert das uneigentliche Integral.
2 f sinz(z) dx

0
Hinweis: Integriere partiell.
Lésung: Der Integrant ist auf [0, 1] stetig, wenn man fiir x = 0 den Wert 1 festlegt. Dann
bleibt nur noch die obere Grenze kritisch. Dazu machen wir folgende Abschétuung

R R

/sin(at) dz = cos(1) — cos(R) / cos(z) e

T R 3

1

R R
N /sm(x) dz| < Jeos(1)] + |COS(R)| +/

cos(x)
23

T R dx

und da das Integral
1

dx
23

R
dxg/
1

fir R — oo konvergiert, folgt, dass das uneigentliche Integral konvergiert.
o0
s(z)
3 1f 22 da

Losung: Betrachte

IN
2.
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o
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B
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1
sin(() 1
= in(l)+1-— -
¢ @ ¢
und daraus folgt
} cos() in(¢) 1
cos(x sin
lim <1l —sin(1)+1— -
¢(—o0 J X - §i>oo C ( ) C
=1-—sin(1)

Daraus folgt nun, dass das uneigentliche Integral konvergiert.
4 [ e du
0

Lésung: Wir fiihren das Integral auf die I'-Funktion (die explizite Verwendung ist aber
nicht nétig) zuriick:

R _R?

R2
3 _g? 1 _ 1 _aR* 1, _4r* 1 9 _p2] 1 e 1
/xe dxzi/Ce Cdgzi[—ge C]o —= e C]o :5[—]%6 ]+§_ 5 5
0 0




Hinweis: Betrachte die Ableitung des arcsin.

Lésung: Da gilt arcsin’(z) = ﬁ folgt sofort

. o . ¢ . 0_
lim = lim [arcsin(z)]; + nlggo [aresin(z)], =

/ dx 4 lim / dx
(=0 ) /1 =122 n—ooo) /1 —22 (=
0 n

B

(3) Zeige die folgende Realtion

s

/ cos™ (v) du = (2n27_z '1()2-752?2;??)'.2..1 o (nzl)

0
welche Beweismethode ist hier angebracht?
Losung: Wir verwenden das Prinzip der vollstdndigen Induktion.

(IA) n=1= [cos*(z)dz = % unter Verwendung von [ cos®(z) da = § (sin(z) cos(z) + )
0

(IS) n—n+1:

2
/c052"+2 (z) dr = sin(x) cos®™ T (x)|T + (2n + 1 /sm ) cos®™ () da
0

= (2n+1)/cos "(x)dr—(2n+1) /COS2n+2
0 0
und daraus folgt
2
2 1
cos® 2 (z) dx = nt osQ"(a:)
2n +2
0 0

woraus nach einsetzen der Induktionsvoraussetzung der Induktionsschritt bewiesen ist.

4 Zeige, dass

o0

/ <oo<:)oz>1
x(1
2

gilt.

Lésung: Zuniichst machen wir die Substitution z = log(z), dann schreibt sich das Integral als

/OOdw = lim Az
r(In(z))® (oo z
2

= Angenommen es gelte (Beweis durch Widerspruch)

oo

/ <oo/\a<1
z(1

2



Dann miissen wir zwei Falle unterscheiden. Betrachten wir zunédchst o = 1 und erhalten

In(¢)
d
im [ 22 = lim (In(In(¢)) — In(In(2))) = oo
{—o0 z ¢{—o0
In(2)
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme.

Nun betrachten wir den Fall oo < 1 und es gilt

. dz . z
lim — = lim
{—o0 z (—o0
In(2)

11—« -

In(¢) |: 1—a :|1H(C)

In(2)

weil 1 — a > 0 ist. Dies ergibt wiederum einen Widerspruch zur Voraussetzung.

< Esist a > 1 und damit ergibt sich

In(¢)
o [ e g (0O (n()
(—o0 (—o0 l1—« l—«o
In(2)
_ (In@)t*
B 1—«a

weil 1 — o < 0 ist.

(5) Sei I C R ein Intervall, a € I und f : I — R stetig. Zeige
d]ﬂﬂﬁ f(@)
el — f(g
dx

Beweis: Da die Funktion f auf I stetig ist, ist die Stammfunktion dort sogar differenzierbar
und es gilt

= [1w = L F@) = @

(6) Die Gammafunktion ist definiert durch

Zeige, dass T'(z) fiir > 0 konvergiert.

Beweis: Fiir x > 0 und t > 0 gilt
e—ttz—l S tx—l

Es gilt nun fiir ¢y gentigend grof}

e_t"té’+1 <1

1

e otiT < =
t

0



und daher

tg o0
/e—ttx—l dt = /e‘tﬂ—l dt—f—/e‘tt”_l dt
0 to

to

1
< /t”"l dt + lim [ = dt
(—o0 12

0 to
tz: to ¢
-[5], e [d
x 0 (—o0 t to
o1
a X to

Daraus folgt die Konvergenz des Integrales fiir jedes feste tg,x > 0.

Aufgabe 3: Gewohnliche Differentialgleichung

(1) Losen sie folgenden homogenen Differentialgleichungen, in dem sie zunédchst das charakteristi-
sche Polynom ausrechnen und dann die Anfangsbedingungen einarbeiten.

la-Z+b-z2=0mita,b#0und z(t =0) = A
Lo6sung: Das charakteristische Polynom lautet
aA+b=0

und daraus ergibt sich nach einarbeitet der Anfangsbedingungen

x(t) = Ae !

2 &4 ré =0 mit r > 0 und den Anfangsbedingungen x(t = 0) = p,&(t = 0) = v.

Losung: Das charakteristische Polynom lautet
NAHrIA=A=0AA=—r

Dann ergibt sich zunéchst x(t) = c;e™"* + ¢ und nach Einarbeiten der Anfangsbedingun-
gen

w(t) = ge*” +p

3 i+ 2ki + wr = 0 mit k2 > w > 0 und den Anfangsbedingungen z(t = to) = xo,@(t =
to) =0

Losung: Das charakteristische Polynom lautet
MNI2kA+w=0=2 A=K+ VK —wAA=—K— VK2 —w

und nach Einarbieten der Anfangsbedingungen ergibt sich

Lo —k(t—to) |:< 2 ) VKrZ—w(t—to) / 7\/n27w(t7t0):|
x(t) = € 0 K“—w-+K]|e + KR—W—K)E
( ) 2\/ /'€2 —w ( )

(2) Lose folgendes AWP



Losung: Wir Losen das homogene Problem, indem wir die Matrix A in eine Diagonalmatrix
und eine nilpotente Matrix aufspalten

0 -2
A—2-]l+<0 0)

tA _ 2t 0 -2 o €2t —2t62t
e (o )= (0

et —2te?t 1 et (14 2t

Xh(t) = <0 e2t > ! (_1) = < (_e2t )

Die spezielle Losung erhalten wir nun, durch die Variation der Konstanten

und erhalten damit

Somit

t
xs(t) = etA/e_SAb(s) ds
0

und erhalten damit

t
et —2te?t e"2% 2se72%\ (s et —2te?t se”2s

XS(t) = 0 e2t 0 6—23 0 ds = 0 €2t 0

0 0

und wir erhalten endgiiltig

x(t) = xp(t) + x4(t) = (}1 [ (t + 8te)2t_ (2t + 1)]>

10



