Analysis 1 - Integration und gewohnliche
Differentialgleichungen

18. Marz 2011

1 Das Riemann-Integral

1.1 Definition (Zerlegung eines Intervalles): Sei [a,b] C R ein Intervall und seien z([a,d]) :=
(zo, 21,22, ..., Ty) mit
a=x0<x1 < <Tp1<Tp=>

dann nennt man z([a, b]) eine Zerlegung von [a, b]. Die Menge aller Zerlegungen von [a, b] bezeichnen wir
mit Z([a,b]). Eine Zerlegung z; nennt man feiner als eine Zerlegung zo, wenn z; alle Punkte z; , i €
{1,2,3,...,n} aus 23 enthilt und man schreibt z5 C 21. Mit 23 U 25 bezeichnet man die Zerlegung, welche
aus den Punkten von z; und z> besteht.

1.2 Definition (Ober- und Untersumme): Sei z = (z1,%2,...,%,) eine Zerlegung von [a,b],f :
[a,b] — eine Funktion, dann machen wir die folgenden Definitionen

;i =Tip1—x; , o;:= sup f , fi:= inf f

[@s,2541] [z, @it1]
und nennen

n—1
O.(f) = bic;
=0

die Obersumme von f zur Zerlegung z und
n—1
U.(f) = Z(Szﬂi
i=0

die entsprechende Untersumme.

Nun will man durch immer feinere Zerlegungen die Ober- und Untersumme moglichst "nahe” an den von
der Funktion f iiberstrichenen Flidcheninhalt annéhern. Ziel ist es den Flidcheningalt des Graphen genau
wiederzugeben. Dazu geben wir zunéchst zwei moglichst gute Approximationen an.

1.3 Definition (Ober- und Unterintegral): Fiir eine Funktion f : [a,b] — R nennt man
O(f) :=inf{O,(f) : z ist eine Zerlegung von [a, b]}

das Oberintegral zu f und
U(f) :==sup{U,(f) : z ist eine Zerlegung von [a, b]}

entsprechend das Unterintegral. Es gibt nun Fille in denen Ober- und Unterintegral unterschiedlich sind
und daher kein eindeutiger Fldcheninhalt zugewiesen werden kann. Diese Félle wollen wir als pathologisch
aussondern und machen deshalb die folgende Definition.



1.4 Definition(Riemann-Integrierbarkeit): Man nennt eine Funktion Riemann-integrierbar, wenn

O(f) = U(f)

gilt, und man schreibt dann

b
/f(a:)dx — o(f) = U(f)

1.5 Beispiel (Integrieren von Hand): Wir génne uns den Spafl und versuche uns daran, mit dieser
noch recht rohen Definition eine einfache Funktion zu integrieren. Dazu nehmen wir f : [z0,2,] = R, f:=
x her. Dann gilt fiir eine Zerlegung z = (2o, 21, . . . , 2n—1, 2n) die Relationen é; = z; 11 — 2;, sowie a; = 241
und (; = z;. Wir berechnen zunéchst die Obersumme, welche sich nun geschickt umordnen lisst

n—1
O:-(f) = zi1(zit1 — )
=0

2 2 9
— ZnZn—1+ 25 1 — Zn—1%n-—2+ 2, o+ -+ 2] — 2071

Z% Zn Zn—1 2 zg
=4 = — -
2 V2 V2 2

2 2 n—1
Z =% 1 2
Wir wihlen uns nun eine Folge dquidistanter Zerlegungen mit den Differenzen
5 — Zn — 20
! n
womit sich nun .
2 2 2 2 2 2
Z5— 2 1(zn — 2 zo — 2 1(2n — 2
Oz(f): n 0+*(n 20) _ Zn O_’_i(n 0)
2 2 n = 2 2 n

2 2
welches nun monoton fallend gegen den Grenzwert Z";Z" konvergiert. Dieser bildet gleichzeitig eine untere
Schranke fiir die Folge und daher gilt

zi — 2
O(f) = =5
2
Ebenso ergibt sich fiir die Untersumme mit der selben Folge von Zerlegungen
n—1
U(f) =Y zilzi1 — 2)
i=0
_ 2 2
= ZniZn—-1 " Zp_1 + 2Zn-1Zn—2+---— 25
2 2 n—1
i . 2
T2 2 Z o
=0
_ 22 — 22 _l(zn—zo)2
2 2 n

2 2
welches monoton wachsend gegen Z";ZO konvergiert und da dieser Grenzwert auch eine obere Schranke
fiir diese Folge bildet, gilt

2 _ 2
2y — 2

U =

Wir haben nun gezeigt, dass O(f) = $(f) gilt, und es folgt daher aus der Definition, dass die Funktion
Riemann-integrierbar ist. Man schreibt hierfiir

s 2 .2
[ @y de =22



1.6 Satz: Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Einschrinkungen
auf [a, c] und [c, ] fiir ¢ € (a,b) Riemann-integrierbar sind. Dann gilt

/bf(o:) dx_/cf(:c) dx+/bf(:1:) dz

Wir geben jetzt einige einfachere Kriterien an, wann eine Funktion Riemann-integrierbar ist, da es meis-
tens sehr langwierig ist, dies mit der Definition selbst zu zeigen. Dazu merken wir zunéchst einmal an,
dass mit zwei Riemann-integrierbaren Funktionen f, g : [a,b] = R und A, u € R auch

A+ ng
Riemann-integrierbar ist.

1.7 Satz (Riemann-Integrierbarkeit monotoner Funktionen): Sei f : [a,b] — R eine monotone
Funktion, dann gilt, dass f auf [a,b] Riemann-integrierbar ist.

Ein weiteres, grundlegendes Resultat ist die Riemann-Integrierbarkeit der Komposition. Man beachte
dabei die Stetigkeitsforderung an die Funktion g.

1.8 Satz (Riemann-Integrierbarkeit der Komposition von Funktionen): Seien f : [a,b] — R
mit f([a,b]) C [¢,d] Riemann-integrierbar und ¢ : [¢,d] — R stetig, dann ist auch (go f) : [a,b] = R
Riemann-integrierbar. Hieraus folgt mit f(x) = = das wichtige Resultat:

Stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar.

Weitere Aussagen zur Integrierbarkeit nach Riemann fassen wir einem Satz zusammen.

1.9 Satz: Seien f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbar, dann sind auch die folgenden Funktionen wieder
iiber [a, b] Riemann-integrierbar:

|f|7 fgvg'fu maxf,g, minfag

1.10 Satz (Rechenregeln fiir Integrale): Seien f,g: I — R Riemann-integrierbare Funktionen und
A € R, dann gilt
b b

(f(x) + g(x)) dz = [ f(z) dx+ [ g(x) dz

a
b

M(z)de =\ [ f(z) dz

a

b

b
(©) |[ f(z)dz| < [If (@) dz < (b—a) - [|fllap

b b
d) f<g=[f(x)de < [g(x)de

1.11 Definition (Stammfunktion): Seien I C R offen und F(x) : I — R eine differenzierbare Funk-
tion, dann nennt man F' eine Stammfunktion zur Funktion f: I — R, wenn

F(z)=f(z) ,Vxel

gilt.
1.12 Beispiel: Die Funktion F : (—=1,1) — R, F' := /1 4+ 22 ist im Definitionsbereich differenzierbar

und damit eine Stammfunktion zu f = \/117

Meistens verwendet man den Begriff der Stammfunktion natiirlich umgekehrt und steht vor dem Problem
zu einer gegebenen Funktion die Stammfunktion zu finden. Beweise kénnen immer durch Einsetzten der
Definition, d.h. Ableiten, erbracht werden.



1.13 Satz (Eindeutigkeit der Stammfunktion): Sei I C R ein Intervall, dann ist die Stammfunktion
F:I—Rzuf:I— R bis auf eine additive Konstante C' € R eindeutig bestimmt, d.h.

F(z)=G(z)+C

wobei G : I — R wieder eine Stammfunktion zu f ist.

Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung): Seien I ein offenes Intervall, f: I — R
eine Riemann-integrierbare Funktion und setzt man fiir ein a,z € I

F(x):= ]f(:v) dx

dann gilt:
(i) In jedem Punkt y € R, in dem f stetig ist, ist F differenzierbar und es gilt

(ii) Falls f auf I stetig ist, dann ist F' auf I differenzierbar und eine Stammfunktion zu f.
(iii) F ist auf I Lipschitz-stetig, d.h.3L € R* : |F(z) — F(y)| < L|z — y| fiir z,y € I. Es gilt L =
sup{[f(z)] : @ € I}.
Sei f: I — R eine auf I differenzierbare und f’ eine auf [a,b] C I Riemann-integrierbare Funktion, dann
definiert man

b
/fuszﬂw—ﬂ@

1.14 Definition (Unbestimmte Integrale): Sei f Riemann-integrierbar, dann nennt man

/f(:v) dx

ein unbestimmtes Integral und bezeichnet damit die Gesamtheit aller Stammfunktionen zu f. Beachte
hierbei, dass es die Stammfunktion zu f immer nur bis auf eine Konstante bestimmt ist. Falls F' eine
Stammfunktion zu f ist, schreibt man

[ @) de=Fio)

und ldsst hierbei die Konstante, welche zwischen den verschiedenen Stammfunktionen zu f unterschei-
det, weg. Man beachte aber, dass es sich hierbei um eine verkiirzte Schreibweise handelt. Die durch
unbestimmte Integration gefundene Stammfunktion ist nicht eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Es ist ratsam zu einer gefunden Stammfunktion den Defintionsbereich mit anzugeben.

Integriert man iiber einen Bereich, welcher Punkte enthélt, die nicht im Definitionsbereich des Inte-
granten liegen, ist das Integral nach unserer Definition nicht mehr wohldefiniert. Daher definiert man
sich eine neue Klasse von Integralen, die sogenannten uneigentlichen Integrale, und einen dazugehorigen
Konvergenzbegriff. Zunéchst brauchen wir aber fiir eine saubere Definition noch den Begriff der lokalen
Integrierbarkeit.

1.15 Definition (Lokale Integrierbarkeit): Man nennt eine Funktion f : (a,b) — R lokal Riemann-
integrierbar, falls die Einschrénkungen f|(, 5 mit @ < a < 8 < b Riemann-integrierbar sind. Man schreibt
dann auch

Rioe ((a,0)) :={f : (a,b) —=: fl[a,5) ist Riemann-inetgrierbar Vo, 3 € R :a < a < 3 < b}



1.16 Definition (Uneigentliche Integrale): Seien —co < a < b < o0, f : (a,b) — R eine lokal
Riemann-integrierbare Funktion und x¢ € (a,b), dann schreibt man im Falle der Konvergenz

zo

) b C
/f(x) dr :=lim | f(z)dx oder entsprechend /f(x) dz := lim /f(x) dx
¢—a ¢—b

¢ Zo Zo

und man nennt die Funktion f uneigentlich Riemann-integrierbar und nennt das so definierte Integral
konvergent. Wie fiir Folgen nennt man ein nicht konvergentes uneigentliches Integral divergent. Des
Weiteren schreibt man auch

b xq ¢
/f(ac) dmzcli_r}(ll/f(x) dx—s—%ig})/f(x) do
a ¢ o

Auflerdem nennt man eine uneigentliches Riemann-Integral absolut konvergent, falls die uneigentlichen

Integrale
) b b
Jir@ias, fir@ld, [1r@)]ds

1.17 Beispiel: Wir schauen uns ein einfaches Beispiel fiir ein uneigentliches Integral an. Sei f: [0,1) —

R, f:= \/1177, dann gilt

konvergieren.

1 ¢
/ ! d li / ! d
T = lim x
V1—=x ¢—1 VvV1i—2x
0 0
=21lim[1 — /1 — (]
¢—1

=2

und da der Grenzwert existiert, ist das uneigentliche Integral konvergent.

1.18 Satz (Partielle Integration): Seien f, g : [a,b] — R stetig-differenzierbar, dann gilt
b b
[ F@gte)de = (f@g@), - [ g @) do

1.19 Beipiel: Wir wollen folgendes Integral mit Hilfe der partiellen Integration auswerten:

/0052 (z) dx = sin(x) cos(z) + /51112 () dz = sin(z) cos(z) + = — /cos(m) dx

nach einer kurzen Umformung erhélt man
2 L.
cos”(x) do = E(sm(x) cos(x) + x)

1.20 Satz (Substitutionsregel): Sei f : I — R Riemann-integrierbar und y : [a,b] — I stetig-
differenzierbar und streng monoton. Dann gilt

b

y(b)
/ Fu(@)) ¥ (z) de = / f() dy

a y(a)



1.21 Beispiel: Wir betrachten f : R — R, f(x) := e und verwenden die Substitution y(z) = 2. Dann
ist y sowohl streng monoton, als auch stetig differenzierbar und wir erhalten

x ]. x
/eE~fdx:/eydy:ey:eE
a
/e%dazzaeg

Leider ist der punktweise Limes von Riemann-integrierbaren Funktionen i.A. nicht wieder Riemann-
integrierbar. Aber mit Hilfe der gleichméfligen Konvergenz ldsst sich das positive Resultat, dass der
gleichmiilige Limes Riemann-integrierbarer Funktionen wiederum Riemann-integrierbar ist, erzielen.

und somit

1.22 Satz (Gleichmiliger Limes Riemann-integrierbarer Funktionen): Gegeben sei eine Folge
von Funktionen (f,,) mit fi, f2,---: I — R Riemann-integrierbar, welche gleichmiifiig gegen die Funktion
f I — R konvergieren. Dann ist auch f Riemann-integrierbar und es gilt

b b
/f(x) dx = nlgrolo / fr) dx

oder anders ausgedriickt: Integration und gleichmdfige Konvergenz vertauschen.



2 Lineare Gewohnliche Differentialgleichungen

2.1 Systeme linearer gewodhnlicher Differentialgleichungen

Als eine gewohnliche DGL bezeichnet man eine Gleichung der Form (explizite Darstellung)
™ = Pz x(h),t)

wobei z : R C I — C eine Funktion mit der Variablen ¢ ist. In einer gewdhnlichen Differentialgleichung
treten nur einfache Ableitung, keine partiellen Ableitungen auf. Eine DGL nennt man linear, falls man
sie so umschreiben kann, dass

Yy () + an_1(t) - Y1y + -+ aolt) - y(t) = b(t)

mit y : R - Cund a;(t) : R - C, j € {1,2,...,(n — 1) gilt. Die Funktion b(¢) : R — C nennt
man Inhomogenitéit. Falls b(¢) = 0 gilt, so nennt man die DGL homogen, anderenfalls inhomogen. Im
Allgemeinen sind die Koeffizienten abhéingig vom Parameter ¢ . Beispiel (Harmonischer Oszillator): Ein
klassisches Beispiel einer linearen DGL ist der harmonische Oszillator, sie lautet

i+ w?i = Fycos(Qt) = F(t) (1)

Sie ist ein Beispiel fiir eine mit der Kraft F angetriebene Schwingung (Masse auf eins normiert). Im folgen-
den werden vektorwertige Funktionen bzgl. des Parameters t ableitet und integriert. Diese Operationen
sind immer komponentenweise definiert, d.h. die Ableitung eines Vektor ist gleich einem neuen Vektor,
welcher die Ableitungen der Komponenten des alten Vektors enthélt. Analoges gilt fiir die Integration.
Daher lisst sich leicht zeigen, dass es zum eindimensionalen analoge Rechenregeln gibt (machen sie sich
z.B. klar, dass die Produktregel gilt). Dieselben De

nitionen gelten auch fiir Matrizen, also

A(t) = (Ay (1) , /A(t) dt = (/ Ay(t) dt)
Als Systeme von DGL bezeichnet man
x(t) = A(t) - x(t) + b(?) (2)

mit den vektorwertigen Funktionen x : R — C” und b(¢) : R — C™, sowie der matrixwertigen Funktion A :
R — C™*". Fiir diese Systeme wollen wir in den folgenden Abschnitten Losungsmethoden bereitstellen.
Jede DGL in der Darstellung (1) lidsst sich in ein System von Differentialgleichungen iiberfithren, so dass
die entstehende DGL nur noch ersten Grades ist. Zu diesem Zwecke muss man die Komponenten von (2)
folgendermaflen wéhlen:

Y 0 1 0 ‘e 0 0
: 0O 0 1 - 0 :
x0=| oy | A0 = | [ = ] (3)
y(n—l) —ap —ay —ag - —ap—1 b(t)

Dadurch lassen sich alle Probleme von DGL hohere Grade auf die von DGL ersten Grades (jetzt im Matri-
zenkalkiil geschrieben) iibertragen. Im Folgenden werden nur noch DGL ersten Grades in der vektoriellen
Form betrachtet. Die dafiir bereitgestellten Methoden gelten nach der obigen Ausfithrung allgemein.

1.23 Beispiel(harmonischer Oszillator): Es sei y = (z,4) (beachten Sie die hier gewihlte Konven-
tion: Kommata deutet an, dass dieser Vektor als Spaltenvektor zu verstehen ist!), dann gilt:

= (0 o) ¥+ (poo) ()



Beachtet man die Konventionen (3), dann braucht man nur einzusetzen.

Wenn ein System von DGL der Form (2) gegeben ist, so nennt man die Funktion x(¢) eine Losung dieses
Systems. Im allgemeinen sind die Koffizienten abhéngig vom Parameter ¢, aber solche DGL lassen sich nur
in Ausnahmefillen geschlossen 16sen. Daher werden im weiteren nur lineare, gewdhnliche DGL-Systeme
mit konstanten Koeflizienten betrachtet, also a; = konst , Vj. Hierfiir lassen sich immer geschlossene
Losungen angeben.

2.2 Matrixexponentialfunktion und Losung der homogenen DGL

Sei A € C™*™ dann definiert man

a s AT
e ._Z:O - (5)

Dazu setzt man A° = 1,, mit der n-dimensionalen Einheitsmatrix 1,,. Die Matrixexponentialfunktion hat
einige wichtige Eigenschaften

1.24 Lemma Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion): Sei A, B € C"*" dann gelten:
(i) Falls AB = BA, dann gilt eAt8 = e4eB
(i) Es gilt Let4 = Aet4
(iii) Wenn mit diag(Aq, Mg, ..., A,) die n-dimensionale Diagonalmatrix mit den Eintrigen A1, Ao, ..., Ay
bezeichnet wird, dann gilt exp(diag(A1, Xa, ..., \,)) = diag(e?, e?2, ... e)
) eB7'AB — B-1AB | falls det(B) # 0 gilt.
(v) et =(eh)!
)

(t+s)A _ eltA . esA

€ €

(vii) eATAln = et . e

1.25 Definition (Operatornorm): Sei A € C"*", dann ist

Av
1Al = sup 1A% — g v (6)
veCn\{0} HU” [|v]|=1

eine Norm auf dem Raum der quadratischen, komplexen Matrizen. Dieser Raum ist vollstindig bzgl.
dieser Norm.

1.26 Lemma: Sei A, B € C™**"
(i) |1ABllo < |Allol|Bllo (Submultiplikativitit)

(ii) Aquivalenz der Maximumsnorm mit der Operatornorm (m € R)
Al < ||Allo £ m - A
max| x| < [[Allo < m - max|Adg|

Man kann mit dieser Norm und der Submultiplikativitit zeigen, dass das Matrixexponentialfunktion auf
jedem beschrénktem Intervall fiir ¢ € R absolut konvergiert.

1.27 Satz (Losung des Anfangswertproblems): Gegeben sei das homogene System
x(t) = Ax(t) , x(t =0) = %o (7)
Dann lautet die eindeutige Losung dieses Anfangswertproblems (AWP)
x(t) = et - xg

Damit ist die Losung des Problems auf die explizite Berechnung der Matrixexponentialfunktion iibertragen
worden, und im Folgenden wird gezeigt, wie man sie in bestimmten Fillen 16sen kann.



1.28 Beispiel (Harmonischer Oszillator): Mit Hilfe dieses Satzes sind wir nun in der Lage die
homogene DGL des harmonischen Oszillators zu 16sen. Es gilt hier speziell:

0 1
=( o)

Eine direkte Methode die manchmal zum Ziel fiihrt, ist die Aufteilung der Matrixexponentialfunktion in
einzelne Summen, so dass sich diese explizit berechnen lassen. Hierfiir gibt es kein allgemeines Verfahren.
Man benotigt dafiir ein wenig Erfahrung um zu erkennen, wann dies funktioniert. Durch Matrixmulti-
plikation erhélt man die Relationen (der Beweis dieser Gleichungen wiirde iiber vollstéindige Induktion
erfolgen).

1
A2n _ (—1)"&}2”]1 und A2n+1 _ 7(_1)nw2n+1A
w

Die Matrix weist also bei der Multiplikation eine gewisse ”Periodizitit” auf. Dies ist der Schiissel zur hier
vorgestellten Methode. Die Berechnung des Exponentials erfolgt nun als Aufteilung der Summe in gerade
und ungerade Indizes:

oo t2nA2n o t2n+lA2n+1

R DL SR
! |
= (2n)! = (2n14)!
1
= cos(w) - 1,, + — sin(wt)
w

cos(wt)  Lsin(wt)

= (w sin(wt)  cos(wt) )

Damit ist das homogene Problem vollstindig gelost. Was hier iibertrieben wirkt (weiter unten werden wir
sehen, dass die Losung auch einfacher gefunden werden kann), soll nur als Beispiel dienen. Héufig ist dies
aber der einzig addquate Weg, ein DGL-System zu 16sen. Wihlen wir nun noch als Anfangsbedingung
vo = (1,w) so erhalten wir das Ergebnis

(1) = AN cos(wt) + sin(wt)
YW=\i)~ w(— sin(wt) + cos(wt)
Eine weitere grundsétzliche Methode zur Berechnung der Matrixexponentialfunktion bietet die Transfor-

mation der Matrix in Diagonalform mittels unitérer Matrizen. Dies ist nicht immer mdoglich, aber immer
dann wenn die betrachtete Matrix selbstadjungiert (hermitesch) ist.

1.29 Rechenmethode (Berechnung mittels Diagonalisierung hermitscher Matrizen): Sei A €
C"*™ eine hermitesche, bzw. selbstadjungierte Matrix, d.h. A = AT, wobei t die hermitische Konjugation
bezeichnet (in Komponenten schreibt sich dies (A4;,)" = (4;;) ). Dann gibt es eine unitire Matrix U, so
dass gilt A = UAU'. Eine Matrix nennt man unitér, wenn UUT = UTU = 1 gilt und es bezeichne A
die Diagonalmatrix von A . Wenn wir die Eigenwerte von A mit \; bezeichnen, und annehmen, dass alle
Eigenwerte einfach sind, dann ldsst sich schreiben:

eA = UteAU = UT diag(Ai, Mo, ..., An)

Durch Ausmultipliziern erhélt man die Matrixexoponentialfunktion und damit die Losung der homogenen
Gleichung. Eine quadratische n x n-Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn es n linear-unabhéngige
Eigenvektoren gibt. Wie schon erwiihnt ist dies fiir A = AT immer gewihrleistet, man braucht sich hier
um dieses Problem also keine Gedanken zu machen. Im Allgemeinen sind die Eigenwerte natiirlich nicht
einfach, sondern es existieren mehrere Eigenvektoren zu ein und demselben Eigenwert, oder andres gespro-
chen der Eigenraum Eig(A, \;) hat eine Dimension grofier Eins. Dann tauchen die Exponentialfunktionen
mit dem selben Eigenwert so hidufig auf wie der Eigenwert entartet ist. Um die unitdren Matrizen zu er-
halten, berechnet man zunéchst die Eigenwerte der Matrix, dann zu jedem Eigenwert die Eigenvektoren
. Die Eigenvektoren aller Eigenwerte bilden dann die Spalten der unitédren Matrix.

Diese Methode lisst sich auf alle diagonalisierbaren Matrizen anwenden (nicht nur auf A = AT ). Im Allge-
meinen Fall einer beliebigen Matrix muss man die Matrix durch eine Jordanzerlegung auf die Jordanform
bringen und dann die einzelnen Matrixexponentialfunktionen mit den Jordanblécken auswerten.



2.3 Fundamentalsystem und inhomogene Systeme

Wir gehen wiederum von der homogene, linearen DGL (7)
x(t) = Ax(t)

aus und betrachten zwei Losungen x;(t) und x2(f). Dann ist y(t) = ¢1 - x1(t) + c2 - x2(t) , c1,¢c2 € C
ebenfalls eine Losung von (7). Dies ist eine charakteristische Eigenschaft von linearen DGL und man
nennt diese Eigenschaft Superpositionsprinzip. Daher ist der Raum der Lésungen ein (hier komplexer)
Vektorraum der nach den Ergebnissen aus der linearen Algebra eine Basis besitzt. Diese Basis nennt man
Fundamentalsystem.

Falls uns die DGL in der inhomogenen Form (2) begegnet, miissen wir uns eben dieses Superpositions-
prinzip zu nutze machen. Zunéchst berechnet man die allgemeine Losung der homogenen Gleichung und
addiert hierzu eine spezielle Losung der kompletten inhomogenen Gleichung. Oben hatten wir Verfahren
angegeben, um homogene Losungen zu bestimmen. Sei x(t) allgemeine Losung der inhomogenen DGL
und z4(¢) die spezielle Losung, dann gilt

y(t) :=x(t) — x4(t)
y(t) = A(t) - x(t) + b(t) — A(t) - x4(t) — b(t) = A(t) - y(¢)
somit ist y(¢) ebenfalls eine Losung der homogenen DGL. Daraus folgt, dass die allgemeine Lsung der
inhomogenen DGL die Form
x(t) = xn(t) + x4(t)
hat.

Ein allgemeines Verfahren um eine inhomogene DGL speziell zu l6sen ist die sogenannte Variation der
Konstanten, welche wir im folgenden behandeln wollen.

1.30 Rechenmethode (Variation der Konstanten): Die Losung der homogenen Gleichung hat

immer die Form x(t) = e!4c, mit ¢ € C". Der Trick besteht jetzt darin, die ”Konstante ¢” als Abhiingig

von der Zeit anzunehmen und den Ansatz x,(t) = e*“c(t) zu wagen. Dann folgt mit Hilfe der Kettenregel:

x,(t) = e Ac(t) + e'te(t) = Ax,(t) + b(t) = e Ac(t) + b(t)
se(t) = e “b(t)

Durch Integrieren und Einsetzten des Ansatzes findet man:

t
x,(t) = etA/e_SAb(s) ds
wo man allerdings immer 0.B.d.A. 7 = 0 annehmen kann. Die allgemeine Lisung der inhomogenen DGL

lautet nun:
t

x(t) = xn(t) + x,(t) = €"x0 + / e'=)4b(s) ds (8)
0
Damit ist das Problem der Integration der inhomogenen DGL gelost.

Es existiert noch ein schnellerer Ansatz zur Losung des homogene Anteils von skalaren Differentialglei-
chung mit konstante Koeffizienten, indem man x,(t) = e*x( in die DGL einsetzt. Hierdurch erhilt man
das sogenannte charakteristische Polynom, dessen Nullstellen die benttigen Eigenwerte liefern.

1.31 Satz (charakteristisches Polynom): Fiir die DGL
;C(n) (t) +an_1 _l.(n—l) + -+ ag x(t) =0 =
erhilt man das charakteristische Polynom

P()\) = An + an_l)\(n,,l) —|— . _|_ ag = 0
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Dieses charakteristische Polynom lisst sich nun in Linearfaktoren zerlegen, also gilt:

T

PO = [T w0

k=1

wobei r die Anzahl der Nullstellen, und xi die Vielfachheit der k-ten Nullstelle bezeichnet (es gilt
> r—1 k& = n ). Die Losung schreibt sich dann als

Kk
X(t) = Z Z Cthlile)‘kt

k=11=1

wobei ¢ ; € C.

1.32 Beispiel (harmonischer Oszillator): Wie weiter oben schon angesprochen, ldsst sich die DGL
des harmonischen Oszillators auch einfacher 16sen. Fiir

() +wiz(t) =0
erhélt man das charakteristische Polynom
M 4+wl=0
welches die Losungen Ay = +iwq besitzt. Daher schreibt sich die Losung:
z(t) = et 4 cpe™ !
Nach Einarbeitung der Anfangsbedingungem (z, ) = (1,wp) erhilt man
x(t) = sin(wpt) + cos(wot)

was dem vorherigem Ergebnis entspricht.
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