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1 Reihen

1 Reihen

1.1 Aufgabe 1:
o0 _

a) Falsch. Beispielsweise ist die alternierende harmonische Reihe ) % =1-1+
n=1

% — ... konvergent (geht gegen In2). Sie ist aber nicht absolut konvergent, denn beim

Nachpriifen der definierten Eigenschaft, erhélt man E | \ = Z die harmoni-

n=1
sche Reihe.

b)Falsch. Die Aussage wird jedoch fiir absolut konvergente Reihen richtig.

c)Richtig. (a,) ist dann sogar eine Nullfolge.

d)Falsch.

e) Falsch. (a,) Nullfolge ist nur eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe.

1.2 Aufgabe 2:

a)Z.B. die Folge (an)neny mit a, = (—1)". Es gilt |a,| < 1 fiir alle n € N. Anderer-

seits divergiert die Folge. Dies sieht man wie folgt: Angenommen, die Folge (a,) kon-

vergiere gegen ein a € R. Dann gibt es nach Definition zu € := 1 ein N € N mit

|an, —a| < 1 fiir alle n > N. Fiir alle n > N folgt dann nach der Deiecksungleichung:

2 =lapt1 —a| = [(ant1 —a)+ (a—ay)| < |ant1 —al+|an —a] < 141 = 2. Widerspruch.
o0

b) Z.B. die alternierende harmonische Reihe ) #

n=1

¢) ZB. die Reihe Y 5
n=1

1.3 Aufgabe 3:

a) 20 (2_711—)1 =2 20*(%)71 = 21,(1,%) = %
b) Da —1 < sinz < 1 fiir alle z € R gilt:

& sin
— ”7 < =
|55 (-1t

n

n2
o0

Da Y -% nach dem Majorantenkriterium konvergiert, konvergiert auch die gegebene
n=1"n2

Reihe absolut.

n n
)2 gpbg = D qer 21 2 5 = 109
n=1 n=1 n=1
Wir haben also eine divergierende Minorante. Somit divergiert auch die gegebene Folge.
d)Nach dem Archimedischen Axiom gibt es ein ng € N sodass ng > |z|. Fiir alle n > ng

gilt somit:
D)™ onto
‘ Gni2yl & ’ ’ ’_ |22 < |22 < || <l.—9¢ <1
((;1))7 227 (2n+1) (2n+2)x2 2n+1 Y(2n+2) — 4n? — 4ng? — 4



1 Reihen

Somit konvergiert die Folge nach dem Quotientenkriterium absolut, und zwar fiir alle
rzeR

e)Die Reihe ist konvergent, da z.B. Z Majorante ist.
f) Dle Relhe dlverglert da eine dlvergente Minorante (die harmonische Reihe) existiert:

\/n—]_ > TL—l > E

1.4 Aufgabe 4:

Wegen (k +1)2 — k? = 2k + 1 ist

2ktl o (k1?2 K211
(k+1)2k2 — (k+1)2k2 ~ (k+1)2k2 — k2~ (k+1)2
Also ist fir n € N

(2k+1 1 1 =
z RE)Z 121(]?2 ~mr) =
(1= )+ Gh =30+ (G = ) o G — ) = 1= b

Damit folgt: limg_, o Z ng::-ll) =1

1.5 Aufgabe 5:

a)Fiir alle n > 1 hat man die Zerlegung:

1 1 _ l( 1 1 )
4n2—-1 (2n D(2n+1) = 2\2n—1 2n+1
1 e Koy A ko 1 1
Also ist Z =2 et — X ) = 3w — 2 mer) = 3 — )
n=1 n=1 n=0 n=1

Daher gllt

1 1
hmk%oo Z n2—1 2
n=1

b) Man verwende hier die Exponentialreihe:

Oon+1 Oon
> =2y =2 - )

n=1 n=1

1 _ 1 1
c)Es gilt: GniD)(Br—2) — g(m 3n+1

Wert betragt %
d) Die Reihe kann auf die geometrische Reihe zurﬁckgefiihrt werden:

> 3t =2 3 (P =25 (" -1 = 2Atg -1 = 22

1_V3
n=1 n=1 n=0 2

) Die Lésung erfolgt analog zu Aufgabe a). Der

1.6 Aufgabe 6:

a) Nach der Formel von Cauchy Hadamard:
r=—31 = % = oo Die Reihe konvergiert fiir alle x.

; n
limn— 0o T

b) Der Konvergenzradius ist
1

1
r = = = 1
. — +1 .
1M — 00 7(/% limn—o0 ’(/%
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c) Nach dem Wurzelkriterium muss gelten:
. n 5n+1
lim,, a0 ‘€+2n‘ <1

1i n/lxdntl \x5+%| o @

1mn—>oo 142n - ’(L/1+2n - 2

Somit ist der Konvergenzradius r = v/2

d) Der Konvergenzradius ist gegeben durch:
1 1 1

T = = = 5 = =
; n/2m lim = 2
11mn—>oo o Tn— 00 %
e) Hier ist der Konvergenzradius gegeben durch
1
r =

1im SUpn oo \/M

Es ist zu beachten, dass hier unbedingt der Limes superior, wie auch in der Vorlesung
beschrieben, zu verwenden ist. Dies liegt daran, dass kein Grenzwert existiert. Es exis-

tieren allerdings Haufungspunkte, von denen der grofere verwendet wird. Weiterhin gilt:
1 1

=T 2 (—1)7™) — 3
lim supn—s co T\L/w hmsu;;nﬁoo%\r)) 3

n

Der Konvergenzradius betrigt somit %

1.7 Aufgabe 7:
Die Reihe ist absolut konvergent, also gilt:

k l

exp(z)eap(w) = <§ 23

k=0 =0



