Angabe Analysis 1 - Beweise, Vollstandige
Induktion, Folgen

14. Marz 2011

Aufgabe 1: Zum Aufwarmen

(i) Zeige durch geschicktes Umformen, dass

()= () ()

gilt.

Beweis:

<Z>+(kﬁ1) = (k—l)r!l(!n—k)! (llc—i—n—;—kl)

B n! n+1
T (k=D(n—k)! k(n+1—k)
 (n+ 1)

kl(n+1—Fk)!

_(n+1
O\ k
(ii) Zeige durch vollstéindige Induktion, dass in + 3n? + n? € Ny fiir n € Np.

Beweis:

(IA) n=0:0¢€N

(IS) n—>n+1:i(n+1)+3(n+1)?+1(n+1)3 = in+in?+in+ [+ 1+ 1] +2n2+n e Ny

(iii) Beweise den binomischen Satz

Beweis: Vollstindige Induktion:

(MA) n=0:(x+y)l=1= ZO: (g)xky’k
E=0



(IS) n—n+1:
n+1 n+1
n+1\ ook n n k, n+l—k
Z(k>$y =2 () el y)]
n+1

" (n 1 n+1 bl
:Z k)xky+1 k+z<k_1>xky+1k
k k=1

(iv) Sei (ay,) eine konvergente Folge, dann gilt (b,) mit b, := a, — any1 ist eine Nullfolge.

Beweis: Da (a,) konvergent ist, gilt |a, —a| < § fiir ein N € N und n > N. Daher gilt
lan — any1| <lap —al +la —ani1| <€

mit n > N.

Aufgabe 2: Vollstandige Induktion
(i) Beweise 2™ > 2n fiir n > 2 durch vollstdndige Induktion.
Beweis:
(IA) n=3:22=8>6=2-3
(IS) n—n+1:271=2.2" > 2. (2n) =2(n+n) > 2(n+1)

(ii) Es seien F,, (n € N) die Fibonacci-Zahlen, d.h. Fp = 0,Fy = 1 und Fy 2 = Fq1 + F,,. Zeige
die folgenden Relationen:

(a) > p_o Fort1 = Fopyo
Beweis:
(IA) n=0:= ) Foup=F =1=F
(IS) n—1wn: >0 o Forp1 = Fong1 + Zz;é Fori1 = Fopq1 + Fop, = Fonyo
(b) Fliy = FaFppe + (-1)"
Beweis:
(IA) n=0:F2=1=0+1=FyFy +(-1)°
(IS) n—n+1:

Foy1Fnys + (_1)n+1 = Fn+1(Fn+2 + Fn-i-l) + (_1)n+1
= F + FogoFopn + (1)
= n+2Fn + Fn+2Fn+1 + (71)n - (71)”‘

_ 2
_Fn+2

(ili) Zeige Y p_;(2k —1)% = In(4n® — 1) fiir n > 0.
Beweis:
(IA) n=0:37_,(2k—1)2=0=

10-(4-0*—1)



(IS) n—n+1:

n+1 n
D @2k-1)%=Q2n+1) -1+ (2k—1)?
k=1 k=1
1
:(2(n+1)—1)2—|—§n(4n2—1)
4 11
:§n3+4n2+§n+1
1
:g(n+1)(4n2+8n+3)
1
= g(n+1)(An+ 1)2-1)
(iv) Zeige Zzzlm—l—mfmnél\l
Beweis:
1
MA) n=1:3  gem=3=1"3
(IS) n—n+1:
n+1 2 2
Z 1 _ 1 4 _m +2n+1 (n+1) _nt+l 1
k:lk(k+1) (n+1)(n+2) n+1 M+1Dn+2) m+1)n+2) n+2 n+2

(v) Man >;_ (}) =2 fiir n > 0 durch vollsténdige Induktion.
Beweis:
IA) n=0:3)_ (1) =1=2°
(IS) n—>n+1:

k=0 k=0 k=0 k=1

(vi) Beweise die Bernoulli Ungleichung (1 4+ z)” > 1+ nz fir n > 2 und « > —1,2 # 0.
Beweis:

(IA) n=2:(1+z)?=1+2x+2?>1+2x Beachte das z # 0 gilt.
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(IS) n+—=n+1: (1+z2)" ™ = (1+2)-(1+2)" > (1+2)(1+nx) = l+z+nz+nz? > 1+ (n+1)z

(vii) Zeige folgende Relationen
(1) n!>2""1firn>1neN
Beweis:
Ay n=2:21=2>2!
IS) n—>n+l:(n+1)!=mn+1)-n>Mm+1)-2n"1>2.2071 >
(2) Yrom <3—girfirn>1,neN
Beweis:

IA) n=0:%, 5=2<2=3-1

IN

(1) nsn+1: 00 = b+ ko i S i T3 7T < e +3— 5 =3

1
on



Aufgabe 3: Folgen

(i) Man zeige, ob diese Folgen konvergieren oder nicht, und bestimme im Falle der Existenz den
Grenzwert.

(1)

="

n

ap =
Beweis: a,, ist eine Nullfolge:

1
lan| = — <€
n

mit N(e) := 1.

ap = Zn + (_1)71,

Beweis: Ist nicht konvergent, da a4, = 2 und a4, 2 = 0 zwei verschiedene Haufungswerte
sind (Grenzwert ist eindeutig).

n!

27l
Beweis: Wegen n! > 3772 fiir n # 3 folgt

1 /3\"
anZ?TQ 5

und daher ist a,, unbeschriankt und damit nicht konvergent.

a:5n
n= Un2io

Beweis: Behauptung a,, — 5
—\/n2—|—2|_ | n? — (n? +2) B 2
vn2+2

Qp =

|an — 5| = 5|

€

<
Vn?+2-(n+vn?+2) Vn2+2n+n?+2

: 2 .
it 5N(e)\/N2(e)+2+N2(e)+2 T
a, = sin(zr‘)%)
Beweis: 1

lan| < = <e
n
mit N(e) :=e.
s\ T
ay, = (34?)41)
Beweis: Konvergierrt nicht, da
2
‘an - an+1| = —=

=

keine Nullfolge ist.
an = {/a mit a >0
Hinwets: Verwende die Bernoullische Ungleichung.

Beweis: Wir machen eine Fallunterscheidung: Fiir a = 1 ist die Folge klarerweise kon-

vergent mit Grenzwert lim a, = 1. Fiir a > 1 sei nun z,, = {/a — 1, dann folgt aus
n—oo

(1+x,)™ > 1+ nx, > nx,
a
[Va—1]< —<e
n

mit N(e) := ¢. Fiir den verbleibende Fall 0 < a < 1 gilt nun lim {/a = lim % und

L — 00 n—o0o A,
wegen % > 1 folgt die Konvergenz aus dem Rechenregeln und dem Beweis der Konvergenz

fiir den Fall @ > 1. Der Grenzwert lautet nach den Rechenregeln ebefalls lim a,, = 1.
n—oo



(8) an=%7% (a€R,5€Q)

amn4ns

Beweis: Fallunterscheidung;:

lim }1252; =1 ,fira>1lodera=1,5s<0
n—oo
le anp = ¢ lim Z:Z:zj =-1 ,fira<lodera=1,s>0
n oo n—oo
0 ,fira=1und s=0

Fiir die restlichen Félle ist a,, nicht konvergent.

(ii) Bestimmen sie die Grenzwerte:
(1) ap = VnF mit k €N
Beweis: Wende die Multiplikationsregel k-mal auf {/n an:

Vnk = /- n—1
(2) an=vn+1—+n

Beweis:
n+l—n 1

a, = = — 0
vVn+l+y/n Vn+l+n

(3) an =+vn?—2n—+/n? —3n

Beweis:

n?—2n—n?+3n _ 1 _)1
Vn2 = 2n+vn2—3n \/1_%+\/1_% 2

Ay =

_ Vntl-n
@) an = Vi
Beweis:
n+l—n
ap=——r—"7-——-——0

(Vi t 1+ vn)?

(5) apn = (atn)

a?—n?2
Beweis:
(a+n)? 441 L
Ay = = —
(@a+n)la—n) -1
(6) an = g:fg
Beweis: )
1+2—+~ 1
b= AL
- % 3
_ n4sin(n?)
(7) an = n—+cos(n)
Beiweis:
1+ sin(n?)
ay, = ——2— 1
1+ cos(n)

8) an=n(1-yT=73)

Beweis:
c

lim an:nl_(l_ﬁ)

c
n—oo 1+/I-¢ 1+,1-% 2



(iii) Gebe den lim sup und lim inf zu den gegebenen Folgen an. Gib ebenfalls zu jedem Haufungswert
eine konvergente Teilfolge an.

(1) an = (=1)"

Beweis:
limsupa, =1 , liminfa, =—1
n n

Konvergente Teilfolgen sind

. _ . _ 2n _
g, tn = i DT =1 M)
i agy 1 = nli_?;o(—l)%ﬂ =-1 (2)

£ , fiir n € 2N
(2) Cn = " 1 .
l—nﬁ ,furn€2N+l

Beweis: Da c¢q, = ﬁ eine Nullfolge ist und es gilt ¢, > 0,Vn € N, folgt liminf, ¢, = 0.
Auferdem folgt aus ¢, < 1 und
4n? + 4n 4+ % 1
Con+1 = - 1
(2n+1)2  (2+1)2

dass lim sup,, ¢, = 1. Konvergente Teilfolgen sind

lim Cop = 0
n— oo

lim Con+4+1 = 1
n— oo

(iv) Beweise die Konvergenz der folgenden, rekursiv definierten Folgen und bestimme den Grenz-
wert:

(1) app1=0a2 + i mitag =21 undn>1

Beweis: Zunéchst einmal beweisen wir die Konvergenz, dazu beweisen wir, dass a,41 >
an & ai —a, + i > 0 und a, < 2 fir alle n € N gilt. Die Beweise werden durch Induktion
gefiihrt. Fiir die erste Behauptung gilt

(IA) nzl:a%—al—i—i:%zZO

(IS) n=n+1:ape=0a2 1+ 5 >a2+1=an
und die Folge ist daher monoton wachsend. Desweiteren erhélt man aus

1. 1

2
IS) n—=n+1l:ap=al+i<(H) " +1=1

und die Folge ist insgesamt von oben beschrankt und monoton wachsend, daher auch
konvergent. Der Grenzwert existiert also.
Dann berechnen wir den Grenzwert a von (a,)nen. Oben wurde gezeigt, dass dieser exis-
tiert und wir schreiben daher

1 1

. T 27 :27
ROt = I (@b g) S =aT g

woraus a = % folgt.
(2) Zpi1 = % (xn + Ii) fir alle n > 0 und xg,a > 0.

Beweis: Beim Beweis gehen wir wie in (1) vor. Zunéchst beweisen wir die zwei Relationen
ZTn > v/a und x, >z, fir alle n > 1. Die erste folgt aus



(IA) n=0: z¢ > 0 nach Voraussetzung

(IS) n»—>n+1:xn+1=%(xn+i>>0

Tn

1 a\’ 1 a\’
2= |22 420+ — =—|zp,—— ) +ta>a
4 Tn 4 T

folgert man, dass x,, > y/a und die Folge ist daher nach unten beschrankt. Weiterhin

und mit

1 1 1

und die Folge ist zusétzlich monoton fallend. Daher folgt, dass x,, konvergent ist und man
kann folgern

. 1 a 1 a
lim z, = lim — (azn—i—) :>x:f(x+f)
n— 00 n—oo 2 Ty 2 x

und man erhilt  := lim,, o , = V/a.

(v) Sei (ay) eine konvergente Folge mit lim a, =: ¢ und
n—oo

1 n
bn = ﬁ;al

Zeige, dass lim b, — a gilt.
n—oo

Beweis: Sei € > 0, dann folgt aus der Konvergenz von (a,,), dass es einen Index N(¢) € N
gibt, so dass

\aifa\<§ , firi > N
Fiir n > max N, 2y, = 1¥]a; — af, gilt
N n
1 1 e €(n—N)
|bn—a|§75|ai—a|+f E la; —a| < =+ ——= <
[t " iZNT 2 2n

(vi) Finde alle Haufungswerte und gebe zu jedem Haufungswert eine konvergente Teilfolge an.
(1) ap = 1" + 2%

Beweis: Die Hiaufungspunkte sind 1,4, —1,7 und damit

. . 1
i o= Jimn (14 55) =1
li li i L i
nl—>nc}o Cnt1 = nl—>nclo Lr 924n+1 t
. . 1
Am dnte =l (—1 + 24+) =1
i . . 1 .
nggo Gin+3 = nlﬁngo it 24n+3 | -t
(2) an = (71)71217;11
Beweis: Die Haufungspunkte sind —%7 % und damit
1
=—1 1
lim ay, = lim 22 =z
2n
1
11
lim a = — lim 2ot =
" 2n+1 n—so0 2 + 2n1+1 2



