Bilinearformen, euklidische und unitare Vektorraume,

normale Endomorphismen
Ubungen

25. Marz 2011

Aufgabe 1: Geben Sie die symmetrische Matrix an, die zu jedem der folgenden
quadratischen Polynome gehort:

1. q(z,y) = 42 — 6zy — Ty?

2. qlz,y) =2y +y°

3. q(z,y,2) = 32 + day — y* + 8xz — 6yz + 22

4. q(z,y,2) = 2* — 2yz + w2
Aufgabe 2: Seien u = (21, 25) und v = (y1, y2). Bestimmen Sie, welche der folgenden
Ausdriicke bilineare Formen auf R? sind.

L f(u,v) = 221ys — w9

2. f(u,v) = +y2

3. flu,v) = 3zays

4. f(u,v) = 2122 + 1Y

5. flu,v) =1
6. f(u,v) =0
Aufgabe 3:

1. Bestimmen Sie, welche der folgenden Matrizen hermitesch sind:

2 243 4-51 3 2—1 4+
A= 2-3i 5 6 + 2¢ , B=12—-i 6 {
4451 6—-2¢ =7 441 4 3



2. Bestimmen Sie, welche der folgenden Matrizen normal ist:

1 )
A 7 B- 1 7
0 1 1 2+

Aufgabe 4: Sei V = R[z], der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad héch-
stens 2. Zeigen Sie, dass (f|g) = fol f(t)g(t)dt ein Skalarprodukt auf V definiert.

Aufgabe 5:

1. Zeigen Sie, dass jedes skalare Vielfache von u ebenfalls zu v orthogonal ist,

wenn u zu v orthogonal ist. Geben Sie einen Einheitsvektor v3 an, der senkrecht

zu vy = (1,1,2) und vy = (0, 1, 3) steht.

2. Wenden Sie das Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren auf die 3 Vekto-

ren an.

3. Sei W ein Untervektorraum von R®, der durch v = (1,2,3,—1,2) und v =

(2,4,7,2,—1) aufgespannt wird. Geben Sie eine Basis des orthogonalen Kom-

plements W+ von W an.

Aufgabe 6: Sei T auf C? definiert durch T'(z,y,z) = (22 + (1 — i)y, (3 + 2i)z —

4iz,2iz + (4 — 3i)y — 3z). Geben Sie T*(z,y, z) an.

Aufgabe 7: Entscheiden Sie ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind (kurze

Begriindung).
a) Fir jede unitdre Matrix A gilt det(A)=1

b)Die Matrix

23 11 —450
B = 1 -7 3
—450 3 78

ist diagonalisierbar.
Aufgabe 8: Fiir A, B € R**? sei F(A, B) = Spur(AB).

1. Zeigen Sie, dass F eine symmetrische Bilinearform ist.

2. Fiir die Standardbasis E von R? x 2 berechne man die Grammatrix Gg(F).

2



Aufgabe 9: Uberpriifen Sie die folgenden Matrizen auf Definitheit:

3 01 0 -1 1 3 =2 0 0 3
A=10 2 1 , B=1 -1 0 , C=1 -2 2 =2 ,D:<3
111 1 1 0 0 -2 1
Aufgabe 10: Es seien die Standardbasis S := {(1,0), (0,1)} C R? sowie die Basen
1 1 1 1
! ! 1 1 1 0
B = 11,1 1],]0 C R*und C = , , , CR?
{ } { ) 0 o I
1 0
1 0 0 0
Ferner seien ¢ : R? — R3 und ¢ : R® — R* definiert durch:
T —|— 21‘3
Tr1 — T2
To—
p(era)=| 0 fwdg((@ ey a) =] * 7
1+ X9
2[[’1 — X9
2x1 + 323

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen g[pls, ¢[¢)]p und ¢[¢ o ¢]s.

Aufgabe 11: Sei V = R[z], und f : V « R? die Abbildung p(z) — (p(1),p'(1)),
wobei p(1) bzw. p’(1) die Auswertung bzw. die Ableitung von p an der Stelle z = 1

bezeichnet.

Berechnen Sie [f]p mit B = (1,2 —1,(z — 1)?) und R = (*(1,0),'(0,1)) den Basen
von V bzw. R?,

Aufgabe 12: Es sei V der R-Vektorraum V' = R"*", und es sei
10 01 00 0 0
S = { Y ) ) }
0 0 00 10 0 1
die Basis von V.

Es sei ferner ¢ : V= V, o(X) := X +! X

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix g[¢]s.



