Musterlosung Donnerstag - Determinanten
und Eigenwerte

26. Marz 2011

Aufgabe 1: Zum Aufwarmen
(1) Zeige, dass eine nilpotente Endomorphismus nur die Null als Eigenwert hat.
Hinweis: Ein Endomorphismus heifit nilpotent, falls es ein k € N gibt, so dass F* =0 .
Beweis:
Flv)=M= F>(v) = v= = Ff) = Nv= )\ =0
(2) Zeige, dass eine symmetrische 2 x 2-Matrix in R nur reelle Eigenwerte hat.

Beweis: Da A symmetrisch ist, léasst sie sich folgendermafsen schreiben
a b
= 3)

a+d (a —d)?
= +
At 2 4

und dann folgt aus det(A — A(1)2) =0

+b2eR

(3) Zeige, dass dhnliche Matrizen das gleiche charakteristische Polynom haben.

Hinweis: Zwei Matrizen A, A heifien zu einander #hnlich, falls es eine Matrix S € Gl(n,K)
gibt, so dass A = SAS~L.

Beweis:

P;(\) = det(A — A1)

= det(SAS™t — ASS™1)
= det(S) - (det( )"t det(A — A1)
= det(A ) PA<)\)

(4) Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und F' € End (V). Zeige

Pr(0) # 0 < F ist isomorph

Beweis: ="

Pr(0) # 0= Pp(0) = det(Ar) # 0 = F ist ein Isomorphismus

F ist ein Isomorphismus = 0 # det(Ar) = Pr(0)



(5) Zeige, das fir A, B € M(n x n,K)
det(A + B) = det(A) + det(B)

im Allgemeinen nicht gilt.

Beweis: Wir nehmen hier den Spezialfall n = 2 heraus und definieren uns

(Y e

det(A+ B) =1 # 0 = det(A) + det(B)

dann ergibt sich

(6) Zeige, dass fiir ein invertierbares A € Gl(n,K) gilt

1

det(A™) = 35D

Beweis: Da A invertierbar ist gilt A='- A = 1,, und daher
det(A™' - A) =1=det(A ') det(4) =1
Damit ist die Behauptung bewiesen.
Aufgabe 2: Determinanten
(1) Zeige, dass zu einer fiir meine Matrix A € M(n x n,K) gilt
det(AT) = det(A)

Hinweis: Verwende die Leibniz-Formel.

Beweis: Sei A = (a;;) fiir die Komponenten der transponierten Matrix A7 = (b;;) gilt b;; =
aj;, und somit

det AT = Z sign(P)bip) - - - bup(n)

PESH

= Z Sign(P)aP(l)l C AP (n)n
PeS,

= ) sign(P)ayp-1(1) - Gpp-1(n)
PES,

Setzten wir nun o = P!, dann gilt sign(P) = sign(c) und daher

det AT = Z sign(0)a1o(1) * * * Gno(n) = det(A)
€S,

Was zu zeigen war.

(2) Berechnen Sie die folgenden Determinanten.

(1) det (; i)

Losung:

1 2
det(3 4> =4-6=-2



3 6 3
(2) det | 0 5 1
-2 1 0
Losung:
3 6 3
det| 0 5 1 :3-det<i) é)—Q(? i’)
-2 1 0
=-3-2-[6-15]
=15
4 3 0 3
0O 1 -2 1
(3) det 9 o 15
1 -1 2 1
Loésung:
3 i’ ?2? 1 -2 1 3 0 3 3 0 3
det 9 9 . 5 =4-det | 2 1 5] +2-det| 1 -2 1|—-1-det|1 -2 1
1 ~1 2 1 -1 2 1 -1 2 1 2 1 5
=4-1410+44+1+4—-10]+2-[-64+0+6—6—0—6]—
-1-[-30+40+3+12-0-3]=34
3 -2 -5 4
-5 2 8 =5
(4) det 9 4 7 _3
2 -3 -5 8
Losung:
3 -2 -5 4 3 -2 -5 4
-5 2 8 5| _ —5+2(3) 24+2(-2) 8+42(-5) —-5+2(4)
det] o 4 7 3| =t 4 7 -3
2 -3 -5 8 2 -3 -5 8
3 -2 -5 4 3 —242(3) —-5+2(3) 4—3(3)
_ 1 -2 -2 3| _ 1 —242(1) —2+2(1) 3-3(1)
=detl oy 7 3| TN Ly 4ia(2) 742(-2) —3-3(-2)
-3 -5 8 2 =3+42(2) —-5+2(2) 8 —3(2)
L)
=det =—det |0 3 3
-2 0 3 3 1 _1 o
2 1 -1 2

= {244+3+0—[-154+0—12]} = —54

(3) Berechne die folgenden Determinanten

z 1 1
(1) det {1 = 1
1 1 «x

Losung: Mit der Sarrus-Regel erhdlt man

1
det [1 2 1] =2+14+1-30=(z—1)?*x+2)
X



Die Zerlegung am Ende kann man z.B. durch Berechnung der Nullstellen des Polynoms

einsehen.
a b c
(2) det | ¢ a b
b ¢ a
Losung:
a b ¢
det [ ¢ a b| =a®+b%+ % —abc— abe — abe = a® + b* + & — 3abe
b ¢ a
a’?+1 ab ac
(3) det ab v +1 be
ac be +1
Losung:
a?+1 ab ac
det ab 2 +1 be
ac be A +1

= (@ + 1) +1)(? + 1) + a®V?? + a®b*® — [a®P(b? + 1) + a*b*(® + 1) + b**(a® + 1))
= (@®? +a®> + 2+ 1)( +1) —a®c? — a®b® — b*? — a?b?c?
=a’b?’P + a2 + PP+ A+ a4+ a® + 02+ 1 —a?P — d®V? — b2 — a?bP P

=a’ 4+ 4+ +1

t+3 -1 1
(4) det| 5 t-3 1
6 —6 t+4

Loésung: Man addiere die zweite Spalte zu der ersten Spalte und addiert dann die dritte
Spalte zu der zweiten Spalte, dann erhélt man

t+3 -1 1 t+2 0 1
det 5 t—3 1 =det [t+2 t—2 1
6 -6 t+4 0 t—2 t+4
1 0 1 1 0 0
=(t+2)(t—2)det |1 1 1 =@{t+2)(t—2)det [ 1 1 0
0 1 t+4 0 1 t+4

—(E+2)(t — 2)(t + 4) det G ?) — (4 2)(t—2)(t +4)

(4) Sei x = (z1,...,22)T , y = (y1,...,2,)T € R™. Zeige, dass Folgendes gilt:

2 und y sind linear abhéngig < det (i’ zz> =0Vi,je{l,...,n}
J o Yi
Beweis: "="

0 i  Yi
r; =a-y;, Vi = det (:z:j yj)

(o)
a-y;j v

= a? det (y y”) =0
vi



T Yi) _ e —
det (xj yj) =0= z;y; —y;z; =0
T i
Yi Y
Setze nun Z— =: C, dann gilt dies fir alle ¢ € {1,...,n} und daher folgt
x=c-y

und z und y sind linear abhéngig.

Aufgabe 3: Eigenwerte

(1)

(2)

Sei \ ein Eigenwert zu einem invertierbaren F € End(V), dann gilt A~! ist Eigenwert zu F~!.

Hinweis: Kann ein invertierbarer Endomorphismus Null als Eigenwert haben?

k
Beweis: Die Antwort auf den Hinweis lautet 'Nein!’. Da det(F) = [] A; gilt, wiirde aus der
i=0

Annahme, dass Null Eigenwert sei, det(F') = 0 folgen, was im Widerspruch zur angenommen
Invertierbarkeit steht. Daher kénnen wir im folgenden \; # 0, Vi annehmen.

F(v) =Xv
SF Y F®@))=F (W)
v = AF"(v)

SF 1) =21

1 Zeige: Falls AB einen Eigenwert gleich Null hat, dann gilt, dass A oder B einen Eigenwert
gleich Null hat. Gilt die Umkehrung ebenfalls?

Beweis: Angenommen, weder A noch B hitte einen Eigenwert gleich Null. Dann wiirde
fiir jeden Vektor v # 0 gelten, dass Bv # 0, denn ansonsten wéire Null ein Eigenwert. Setzt
man nun w := Bv # 0, dann muss aus dem selben Grunde Aw # 0 folgen. Daher schlieft
man ABv # 0 fiir jeden Vektor v # 0, was im Widerspruch zur Annahme steht, dass AB
einen Eigenwert gleich Null haben soll.

Die Umkehrung gilt ebenfalls, nimmt man nédmlich an, dass AB keinen Eigenwert gleich
Null hat, dann folgt direkt, dass Bv # 0 fiir alle v # 0 und daher hat B keinen Eigenwert
gleich Null, also det(B) # 0. Daher ist B insbesondere surjektiv und fiir v # 0 beliebig ist
w = Bv # 0 wiederum beliebig. Daher wiirde wiederum folgen, dass Aw # 0 fiir w # 0
und sowohl A, als auch B hitten keinen Eigenwert ungleich der Null. Widerspruch!

2 Seien A, B € M(n x n,K), dann zeige, dass AB und BA die selben Eigenwerte haben.

Losung: Mit dem ersten Satz aus dieser Aufgabe folgt direkt, dass falls Null ein Eigenwert
von AB ist, dies auch fiir BA zutrifft.

Man nehme nun an, dass A ein von Null verschiedener Eigenwert zu AB ist, dann existiert
ein Vektor v # 0 derart, dass
(AB)v = \v

gilt. Setze nun w := Bw, dann gilt, dass w # 0 ist, da A # 0 und v # 0. Daher kann man
aus
(BA)w = BABv = ABv = Aw

folgern, dass der Eigenwert A\ von AB ebenfalls ein Eigenwert von BA ist.



(3) Berechne das charakteristische Polynom der folgenden Matrizen und finde mit jenem deren
Eigenwerte.

2 -1
wa-(3 3
Losung: Das charakteristische Polynom lautet

PyN) =X —51+1

und daraus ergeben sich die Eigenwerte

5 1
i = 2 4 =21
t7 979
1 2 2
@ B=|1 2 -1
11 4

Loésung: Das charakteristische Polynom lautet
Pp(\) = —(X3 —7A% 4 151 — 9)

Zunéchst liefst man hiervon ab, dass A = 1 ein Eigenwert ist. Durch Polynomdivision erhélt
man dann

AN —6A+9=0

als weitere Bedingung fiir Eigenwerte. Damit erhélt man, dass A = 1 Eigenwert der Viel-
fachheit 1 und A\ = 3 Eigenwert der Vielfachheit 2 ist.

-3 1 -1
@) Cc=|-7 5 -1
—6 6 =2

Losung: Das charakteristische Polynom lautet
Po(M\) = —(\* — 12\ — 16)
Zunéchst lieftt man den Eigenwert A = —2 ab, und erhélt dann durch Polynomdivision
A2 —2X-8=0

als weitere Bedingung fiir Eigenwerte. Schliefslich ergibt sich der Eigenwert 4 mit der
algebraischen Vielfachheit von 1 und A = —2 mit der algebraischen Vielfachheit von 2.

1

(4) Ist die Matrix A = (; i) invertierbar?

Losung: Da das charkteristische Polynom
P(\) =A% —2)

lautet, ist A = 0 ein Eigenwert der Matrix und diese ist damit nicht invertierbar.

(5) Zeige, ob die folgenden Matrizen diagonalisierbar sind und geben sie gegebenenfalls die Ahn-
lichkeitstransformation an.

ma=(; 3)

Losung: Das charakteristische Polynom lautet

Pa(n) = (2-2)°



und A = 2 ist daher Eigenwert mit der algebraischen Vielfachheit 2. Wir berechnen nun
den Eigenraum zu diesem Eigenwert

() n—
= dim(Fig(4,2)) =1 <2 = (A - 2)%,2)

und daher ist die Matrix nicht diagonalisierbar.

1 -3 3
B=13 -5 3
6 —6 4

Losung: Das charakteristische Polynom lautet

Pp(\) = —(\* — 12X\ — 14)

Daraus errdat man die Nullstelle A = —2 und erhélt im Folgenden durch Polynomdivision
A —2X1-8=0
als zusétzliche Bedingung fiir die Eigenwerte. Daraus ergibt sich schliefilich, dass A = —2

ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2 und A = 4 ein solcher mit algebraischer
Vielfachheit 1 ist.

Als Néchstes berechnen wir die Basis zu dem Eigenraum Eig(B, —2)

3 -3 3 x 0
3 -3 3 y| =10l =>2—-y+2=0
6 —6 6 z 0

Daher erhélt man zwei linear-unabhéngige Lésungen, z.B.
X1:(1 1 O) und X1:(1 0 —1)

und es gilt dim Eig(B, —2) = 2 = u(Pg, —2).
Jetzt folgt der Eigenraum zu A\ = 4 und man erhilt als Bedingung

3 -3 3\ [z 0 .
3 -9 3|(y]l=1o0 ;s{ Yy
6 —6 0/ \z 0 2y ==

Daher ist der Losungsraum wie erwartet eindimensional und als Basisvektor bietet sich

1
X3 = 1
2

an.

Die Matrix fiir die Ahnlichkeitstransformation lautet bei unserer Wahl der Basis

1 1 1
S=11 0 1
0 -1 2
und es gilt
-2 0 0
STtAS=10 -2 0
0 0 4



-3 0 0
B)C=(2a b a ,a,beR
10 0 2

Hinweis: Hier ist keine Transformationsmatrix anzugeben!

Losung: Das charakteristische Polynom lautet
Po(A) = (=3-2)(b—-A)(2-1)

und daher ergibt sich fiir die Eigenwerte

A =-3
Ay =b
Az =2

Fiir die Falle b # 2 und b # —3 sind alle Eigenwerte paarweise verschieden und die Matrix
daher fiir alle a € R diagonalisierbar. Wir machen nun eine Fallunterscheidung:

Fiir b = 2 nimmt die Eigenwertgleichung fiir den doppelten Eigenwert A = 2 die Form

-5 0 0 T 0
20 0 a zo | = 1|0
10 0 O T3 0

an, und man erdhlt 71 = 0 sowie axs = 0. Fiir a = 0 folgt, dass x5 und x3 frei wahlbar sind
und somit fiir den Eigenraum dim(Eig(C, 2)) = 2 gilt. Ist aber a # 0 so erhélt man z3 =0
und nur noch zg ist frei wihlbar. Daher ist in diesem letzteren Fall dim(Eig(C,2)) = 1
und die Matrix ist nicht diagonalisierbar.

Nun der Fall b = —3. Dann muss der doppelte Eigenwert A = —3 kritisch begutachtet
werden. Man erhilt aus der Eigenwertgleichung

0 0 O T1 0
2 0 a ol =10
10 0 5 T3 0

Fiir a = 5 erhélt man 221 +x3 = 0 und 2 frei wihlbar, dann ist dim(Eig(C, —3)) = 2 und
die Marix ist diagonalisierbar. Ist aber a # 5, so folgt 1 = 3 = 0 und nut noch =z, frei
wiahlbar und daher dim(Eig(C,—3)) = 1 und somit echt kleiner als der die algebraische
Vielfachheit und somit nicht diagonalisierbar.

(6) Gib alle Eigenwerte und eine Basis jedes Eigenraumes des Endomorphismus F' € End(R?) an,
welcher durch
2z +y
Fz,y,z):=| y—=z
2y + 4z
gegeben ist. Ist F' diagonalisierbar?

Losung: Die darstellende Matrix in der Standard-Basis des R? von ist durch

2 1 0
Arp=1{0 1 -1
0 2 4

gegeben. Damit ergibt sich als charakteristisches Polynom
Pr() = (A - 2)2(A - 3)

und daher sind 2, 3 Eigenwerte von F'.



Wir berechnen die Eigenvektoren zum Eigenwert 2. Diese ergeben sich aus

0 -1 0 x 0 -y =0 y =
0 1 1 Yyl =10l =qy+=z =0=>4¢2z =0
0 =2 =2/ \z 0 —2y—2z =0 z  beliebig

Daher ist dimker(F — Aidgs) = 1 < 2 = u(F,2) (geometrische Vielfachheit echt kleiner der
algebraischen Vielfachheit) und F' ist nicht diagonalisierbar. Eine mdgliche Wahl eines Eigen-

vektors zu A = 2 wére
1

x=10
0

was somit auch eine Basis fiir den Eigenraum Eig(F, —3) darstellt.

Fiir die Basis des Eigenraumes zu A = 3 setzt man an

1 -1 0 T 0 r—y =0
z—y =0
0o 2 1 y| =10 =<¢2y+2 :O=>{
0 -2 -1/ \z 0 Loy s —qo (= =0
Eine mogliche Wahl fiir die Basis wére
1
x=1|1
-2

Berechnen Sie die Jordan-Normalform der folgenden Matrizen und geben sie die Jordanbasis
an.

1 10
(1) A=10 1 0
0 2 1

Beweis: Das charakteristische Polynom ist
PN\ =(1-))3

dann ist dim Hau(A,1) = 3 und es gilt mit G:= A —1- 13

01 0 0 0 O
G=1[0 0 0 ., GE=10 0 0
0 2 0 0 0 O
und somit ergibt sich
1 0
Uoz{O}CUlzspan{ 01,10 }CU2=R3
0 1

Dann ergibt sich sofort

52:6—3—221

81:4—3—021

und man kann daher einfach die Jordan-Normalform von A angeben, die da lautet

11
Ar=10 1
0 0

_ o O



Wir wahlen als Basis fiir W5 den Vektor
0
€y = 1

0

und erhalten damit den ersten Vektor fiir W7 und zwar
1
G(eg) = 0
2

Da aber W; zweidimensional sein muss, ergénzen wir G(es) durch es. Das Schema ergibt
dann

€2
G((’,Q) €3
und die Jordanbasis schreibt sich
1 0 0
B=|bt=10],0=1(1],65=1{0
2 0 1

Auflerdem erhalten wir die Transformationsmatrix
1 0 0
T-'=(0 1 0
2 0 1
mit der sich wieder die Jordan-Normalform erschliefien lisst

10
A;=TAT ! = 10
0 1

S O =

= (2 7)

Losung: Das charakteristische Polynom ist

und wegen

G:B—2-112:<_§ g)

ist die Matrix nicht diagonalisierbar. Aber es gilt
1 2
UOCUlzspan{ 1 }CUQZR

und daher

So =

8120

2 1
5=(i )

und tada:

10



Zur Berechnung der Basis wahlen wir e; als Basisvektor fiir W5 und erhalten

o=}
(o) =)

und ebenso die Transformationsmatrix

. (50
=3 Y)

Daher schreibt die Basis als

0 3 1
CcC=1(1 00
0 20
Hinweis: Die Aufgabe aus der Vorlesung!

Losung:

Das charakteristische Polynom lautet

Pr(\) = —(A = 2)(A+1)?

Fiir den Eigenwert \ = 2

und ein moglicher Basisvektor des zugehorigen Eigenraumes ist

2
1
1
Fiir den Eigenwert A = —1 erhélt man
1 3 1 4 6 2
Gi=1|110 , Gi=12 4 1
0 2 1 2 41

Man erhéilt dim Eig(C, —1) =1 < 2 = pu(C, —1) und daher ist die MAtrix C nicht diago-
nalisierbar. Fiir den Eigenraum gibt es z.B. den Basisvbektor

-1
1
2

und man erhélt fiir den Hauptraum
Hau(C, —1) = {z € R® : 221 + 425 + 23 = 0}
und mogliche Basisvektoren sind

1 0
h1 = 0 5 hg = 1
—2 —4

11



Nun muss man zur Bestimmung der richtigen Basis den Endomorphismus G; auf den
Hauptraum Hau(C, —1) einschranken. Dies erreicht man durch Darstellung von G in der
Basis von Hau(C, —1):

G1(h1) = —h1 + hs
G1(ha) = —hy + hs

und man erhélt die Darstellungsmatrix von G; ind Hau(C, —1)

)y (-1 -1
@ -(1 )
Hier kann man wieder das Schema auf der Vorlesung anwenden und man erhélt
1 2
UOCU1:span{ 1 }CUQZR
Fiir die Zerlegung R? = W @ W, withlt man
0
e = span{ ()}

und somit nach dem Schema

W1 = span{ (_11> }

2= ((3)-0))

Nun muss man diese Vektoren wieder in der urspriinglichen Basis darstellen

die geordnete Basis lautet daher

-1 0
Bi=|—-hi +hs= 1 yho = 1
-2 —4
und die Jordanbasis lautet
-1 0 2
By = 1, 1],
—2 —4 1

Die Matrix C stellt sich nun in Jordan-Normalform durch

-1 1 0
C;=10 -1 0
0o 0 2

dar.

12



