Technische Universitat Miunchen

Ferienkurs Lineare Algebra 1

Gruppen, Ringe, Korper und Vektorraume

Aufgaben

22. Marz 2011

Tanja Geib



Aufgabe 1

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e, und es gelten fiir alle g € G die

Gleichung ¢g? = e. Beweisen Sie, dass (G, ) eine abelsche Gruppe ist.

Aufgabe 2

Betrachten Sie den R-Vektorraum V' = {f : R — R} mit der iiblichen punktweisen
Addition und skalaren Multiplikation und die Mengen

G={feV: f(z)= f(—z) Vz € R}

U={feV: fzr)=—f(—x) Vz € R}

Beweisen Sie: G und U sind R-Vektorrdume.
Aufgabe 3

Es sei G eine Gruppe. Zeigen Sie: G ist genau dann abelsch, wenn die Abbildung

v :G = G, x+— 2% ein Homomorphismus ist.
Aufgabe 4

Im R-Vektorraum V := R? seien Unterriume U; und U, gegeben durch
Uy = span((—1,2,3),(—1,5,5))
Uy = span((2,—2,1),(—1,3,—-2))
Bestimmen Sie die Dimensionen dim(U, ), dim/(Us), dim (U, + Usy) und dim(U, N Uy).

Aufgabe 5

Beantworten Sie folgende Fragen durch Ankreuzen mit ,Ja“ oder ,Nein“. Es sind

keine Begriindungen anzugeben.

Lineare Algebra Ferienkurs



Sind die folgenden Aussagen richtig?

Jeder Vektorraum hat eine Basis. O Ja O Nein

Die Menge {(z,y,2) € R®: z+y+ 2= 1} ist ein Unterraum | O Ja O Nein
des R-Vektorraumes R3.

Eine linear unabhéngige Teilmenge eines Vektorraumes enthalt | [0 Ja [J Nein

niemals den Nullvektor.

Die Komposition g o f zweier injektiver Abbildungen f: A — B | O Ja [ Nein
und g : B — C (A,B,C Mengen) ist immer injektiv.

Die Vereinigung zweier Unterrdume eines Vektorraumes ist stets | [J Ja [ Nein

wieder ein Unterraum.

Der Durchschnitt zweier Unterrdaume eines Vektorraumes ist stets | O Ja OJ Nein

wieder ein Unterraum.

Aufgabe 6

Welche der folgenden Aussagen sind richtig, welche falsch? Begriinden Sie jeweils
kurz Ihre Antwort.

(a) Ny := {0} UN ist mit der iiblichen Addition eine Gruppe.

(b) Dei Menge M := {(z,y,z) € R® : 22 + y* = z*} ist ein Unterraum des R-

Vektorraums R3.

—-12 0 34 -10
(c) Die Matrix A := 5 =50 6 1 € C* hat den Rang 4.
—66 2 3 4

Aufgabe 7

Welche der folgenden Abbildungen ¢ sind Gruppehomomorphismen? Bestimmen Sie
gegebenenfalls Kern(y) und Bild(y). Antworten nur kurz begriinden.

(a) ¢ : (R, +) = (R\{0},), =+ e™.

(b) ¢ : (Aut({1,2,3}),0) = (Aut({1,2,3}),0), 7+ (213)om.
(©) ¢ (Za, ®4) = (Za, ®4), T+ TSy .

(d) ¢: (R, +) = (R, +), z+ 22

Aufgabe 8

Es sei K :={0,1,a,b} eine Menge mit 4 paarweise verschiedenen Elementen. Fiillen
Sie die folgenden Tabellen so aus, dass K zusammen mit den Abbildungen + :
Kx K — Kund -: K x K — K ein Korper ist. Begriinden Sie kurz.
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Aufgabe 9

Im R-Vektorraum V = R? seien die Unterriume U; und U, gegeben durch

1 0 1 0

Uy =span(| 0 |, 1 |)=Aa-| 0 | +0- 1 . a,b € R},
—1 1 —1
0 1 0

Uy =span(| 0 1 |)={a- 0 +b-| 1 |: abeR},
—1 1 —1 1

Geben Sie einen Vektor u an mit U; N Uy = span(u) und zeigen Sie V' = Uy + Us.
Aufgabe 10

Gegeben seien der Vektorraum R? und die Vektoren

1 0 -1 0
r1=10|,22=1]1 1|, x3= 0 , Ty =
1 0 -1

(a) Entscheiden Sie fiir folgenden Mengen jeweils, ob sie linear abhéngig sind:

(1) {x1, o, 23}, () {x1, T2, 4}, (101) {21, X2, T3, 4}, (V) {22, 23, 24}, (V) {21420, 23}

2
(b) Fiir welche der Mengen kann man y = | 3 | als Linearkombination schreiben?
D
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Aufgabe 11

Beantworten Sie folgende Fragen durch Ankreuzen mit ,Ja“ oder ,Nein“. Es sind

keine Begriindungen anzugeben.

Es sei K ein Korper.

Gelten folgende Aussagen fiir jeden K-Vektorraum V7?7
(V\{0}, ) ist eine kommutative Gruppe O Ja O Nein
(K, -) ist kommutative Gruppe. (0 Ja O Nein
VA pe K,veVgilt (Ap)v = p(A)v. O Ja OJ Nein
YA\ ue K,veV gt A(v+ p) =+ . 0 Ja O Nein
Aufgabe 12

Beantworten Sie folgende Fragen durch Ankreuzen mit ,Ja“ oder ,Nein“. Es sind

keine Begriindungen anzugeben. Wir betrachten die Menge

1 1 0 0 1 1
M=uv = 2 , Vg = ! , Vg = ! LUy = ! , Uy = 0 , Vg = 2 C R
1 1 1 0 0 2
2 1 0 1 1 1
Sind die folgenden Aussagen wahr?
span(ve, vs, v5) = span(vs, vs) O Ja O Nein
span(vq, v3,v5) = span(vy, vs, vs) [0 Ja O Nein

span(vy, vs, vg) = span(vy, Vg, v3, vy, V5, v) | O Ja O Nein

span(vy, va, v4) = span(vs, vs, Us, Vg) 0 Ja [0 Nein
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