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Aufgabe 1
Geben Sie zu B = {0,2,4} und C' = {0, 2} explizit die folgende Menge an:
E=(BxC)n(C x B)

Losung;:
E={(0,0),(0,2),(2,0),(2,2)}

Aufgabe 2

Bestimmen Sie jeweils das Komplement:
(a) A={x = (21,29) : 71 > T2} bzgl R?
(b) B={...,—6,-3,0,3,6,...} bzgl Z
(a) A= {z = (z1,22) : 21 <22}

(b) B=1{.,-5 —4,-2,-1,1,2,4,5 ...}

Aufgabe 3

Seien M und N in der Grundmenge X. Zeigen Sie:

(M C N) < (CN CCM)

Losung:
(MCN)e(reM=z2zeN)e(r¢N=>rx¢M)<= (X\NCX\M)
Aufgabe 4

A, B und C seinen Teilmengen einer Grundmenge G. Die folgenden Aussagen sind
entweder wahr oder falsch. Geben Sie einen Beweis an fiir die wahren bzw ein Ge-

genbeispiel fiir die falschen Aussagen.

(a) Wenn B = () ist, dann ist A\B = A.

(b) Wenn A\B = A, dann ist B = ().

(¢) A\B und B\C sind immer disjunkt, dh (A\B) N (B\C) = 0.

Losung;:
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(a) Das ist wahr. (A\B) C A ist offensichtlich. Und A C (A\B) gilt da: fiir jedes
beliebige a € A gilt, dass a € A\B, da jaa € A, aber a ¢ B.

(b) Falsch. Siehe A = {1,2} und B = {3}.
(¢) Wahr, da B\C' C B.
Aufgabe 5

Zeigen Sie beziiglich einer beliebigen Grundmenge M:

(AUB)NOC)U(DNA)=AUBUCC

Losung:

((AUB)°NC)CU(DNA) = ((A°NBC)NC)CU(DNA) = ((A°NBC)CUCC)U(DNA) =
(AUB)UCY U (DNA) = [((AUB)UCYYUDIN[((AUB)UC®) UA] =
(AUBUC*UD)N(AUBUCY) = AuBUCC

Aufgabe 6

Seien f : X — Y eine Funktion und A, B C X und U, V C Y. Beweisen Sie
folgende Rechenregeln zu Bild- und Urbildmengen:

(a) F(ANB) C f(A)N f(B);

(b) f(AUB) = f(A) U f(B);

(e) f7HU) S fHV) fir U C V5
(d) fFHUNV) = fHU) N fHV).
Losung:

(a) Seiy € f(ANB) beliebig. = dJr € ANB: f(z)=y=dre€X: z€ ANz €
BAf(z) =y=y € f(AAy € f(B) =y € f(ANf(B),also f(ANB) C f(A)Nf(B)

(b) Sei y € f(AU B) beliebig.«sdx € (AUB): f(z)=y<zrzeX: (r€e AVa e
BINfr) =y & FreA: flo)=y)ANEreB: f2)=y) < (ye f(A)A(ye
f(B) <ye f(A)Uf(B),alsoist y € f(AUB) &y € f(A) U f(B).

(c) Sei z € f~H(U) beliebig. = f(x) e U = f(z) € V,daU CV =z € f~Y(V),
also f~1(U) € f1(V).

(d)z € f[FHUNV) & (z € X)A(f(z) € (UNV) & (xEX)/\(f( ) € UIA(f(z) € V)
& (e f[UNA (e V) e (fHU)NfHV)), also f[FHUNV) =
AUy n ).

Lineare Algebra Ferienkurs



Aufgabe 7

Es sei ay = 3, apy1 =4 — t Zeigen Sie durch Induktion, dass a, € [3,4].
Die Behauptung lautet: 3 < a,, < 4.

(IA): n=1. 3 < ay < 4.

(IV): Es gilt fiir a,.

(IS): n -+ n+1. Nach (IV): 3<q, <4<

4 — }L. Insbesondere: 3 < a,,1 < 4.

Aufgabe 8

Gegeben sei eine bindre Relation auf Z x Z, die durch folgende Eigenschaft definiert
wird:

alb:<=3c€Z: ac=0.

Diese Relation heifst Teilbarkeitsrelation, wobei a|b als ,a teilt b* zu lesen ist. Un-
tersuchen Sie, ob die Teilbarkeitsrelation reflexiv, symmetrisch und/ oder transitiv

ist.

Losung:

e reflexiv: Sei a € Z vorgegeben. Weil 1 € Z, a- 1 =a = ala Va € Z

e nicht symmetrisch: Es seien a, b€ Z: alb - 3c€Z: ac=b — b= % - a.
Wenn ¢ #1— 2 ¢ Z — b Ja. Beispiel 2|4 % 4]2.

o transitiv: Es seien a, b € Z: albAblc = 3d, e € Z: ad =bAbe =c =
ade = be = ¢ = alc.
Aufgabe 9

Seien f: X — Y, ¢g:Y — Z Abbildungen und sei go f : X — Z die Komposition

von f und g. Zeigen Sie:
(a) Sind f und g injektiv, so ist auch g o f injektiv;

(b) Sind f und g surjektiv, so ist auch g o f surjektiv.
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(a) Da f,g injektiv:
(I) fir x, 2" € X, z # 2/ gilt: f(x) # f(2)
(II) fiir y, y" € Y, y # ¢/ gilt: g(y) # 9(v/)

Es folgt, dass g o f(z) # g o f(2') fiir © # 2/, da nach (I) f(z) # f(2') und damit
nach (IT) g(f(z)) # g(f(2")). Also ist g o f injektiv.

(b) Sei z € Z beliebig 9 4 JyeY: gy ==z T 30 € X flz) =y =
(9 1)) = 9(/(2)) = g{y) = 2, also ist g o | surjektiv.

Aufgabe 10

Man untersuche die folgenden Abbildungen auf Injektivitdt und Surjektivitét:
(a) g:R* = R, (2,y) — 2y,

(b)) h:R—RY x— (2 +1,(z+1)?).

(a)

e Injektivitat: g(0,1) = 0 = g(0,0) = g ist nicht injektiv.

e Surjektivitit: y € R = ¢(1,y) = y = g ist surjektiv.

(b)

e Injektivitidt (Beweis durch Widerspruch): Annahme: z1, xs € R, 27 # xo mit h(x1) =
h(zy) = 22+ 1 =224+ 1und (z1+1)* = (22 + 1) = 11 = a5 und z; =
+(z2+ 1) — 1 = x; = x5 Widerspruch zur Annahme! = h ist injektiv.

e Surjektivitat: h ist nicht surjektiv, da nur nicht-negative Werte im Bildbereich

von h auftreten (es sind keine negativen Werte erzielbar).

Aufgabe 11

Seien M, N, P Mengen und f : M — N, g : N — P bijektive Abbildungen. Man
zeige, dass (go f) ' = f~log ! ist.
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Losung:

Sei go f: M — P mit g(f(x))=y, dann folgt: (go )" (y) =z & g(f(z)) =y &
1

97 (y) = f(z) & (f T og ') (y) = 2. Es folgt also (go f)™ = f~log™
Aufgabe 12
Es ist anhand einer Wahrheitstabelle zu beweisen, dass folgende Aussage allgemein-
gliltig ist:
(P = Q)& (-Q=~P)

Losung:

PlQ|P=Q|-P|-Q|-Q=-P|(P=Q) < (-Q=-P)

w|w w f f w w

w | f f f w f w

f|w w w f W w

f]f w w | W w w

Tabelle 1: Wahrheitstabelle

Aufgabe 13

Es seien A, B und C Mengen. Man beweise die folgenden Distributivgesetze:
(a) (ANB)UC =(AUuB)N(BUC)
(b)) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

(a) ANB)UC ={z: z€¢ ANBVzeC}={z: (€ ANzeB)Vze(C}={z:
(z€ AVzeO)N(ze€BVzeO)}={2z: z€¢ AUCANz€eBUC}={z: z €
(AuC)N(BUC)} =(AuC)n(BUC)

(b) Seiz € AN(BUC) < x€ Aundz € (BUC) <z € Aund (x € Boder z € C)
S (@xeAundzr e B)oder (r€ Aundz e C) ez e (ANB)oderz e (ANC)
szre(ANB)UANCQC).

Aufgabe 14

Gegeben ist die Menge M := {0, 0, A}. Bilden Sie die Menge P (M) aller Teilmengen
(Potenzmenge) von M. Bilden Sie das kartesiche Produkt M x M.
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Losung;:

P(M) = {0,{0},{c},{A},{0,0},{0, A}, {o, A}, M}

M x M = {(0,0), (0, A), (0, A), (0,0), (A, 0), (A, 0), (0,0), (0,0), (A, A)}
Aufgabe 15

Auf R x R werden durch
(21, 22) Ry (1, y2) & 21 = 1

(21, 22)Ro(y1, y2) & 21 < W1

Relationen definiert. Untersuchen Sie diese auf Reflexivitat, Symmetrie und Transi-

tivitat.

Losung;:

Zu Ry:

x1, T2 € R = (21, 29) Ry (21, 22), dh Ry ist reflexiv.

(21, 22)R1(y1,y2) = 1 = y1 = y1 = 1 = (y1,Y2) R1 (21, 22), dh Ry ist symmetrisch.

x1, x2) Ry (y1, =T =

(z1,22) Ra (41, 42) ' yl} = 11 = 21,dh Ry ist transitiv
(Y1, y2)Ri(21,22) = 11 = =1

Zu RQI

Ist nicht reflexiv, da (1,0) /R»(1,0).

(1,0)Ry(2,0), aber (2,0) Rs(1,0), dh Ry nicht symmetrisch.

1, T2)Ro(y1,y2) = 1 <y
(21, 22) R2 (Y1, 42) 1 1} = 11 < z1,dh Ry ist transitiv

(y1,y2)Ra(21, 22) = y1 < 21

Aufgabe 16

A, B seien Mengen mit a € A und b € B. Durch a — b = f(a) wird im folgenden
jeweils eine Abbildung f : A — B definiert. Geben Sie jeweils an, ob f surjektiv,
injektiv, bijektiv ist. mit Begriindung!

(a) fi: A=R, B=R? a+ (a+1,a—1)
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(b) f2 : A:R27 B :Rv a = (a1>a2) = (al +a2)
(b) f3: A=B=R?% a=(ai,a) > (az,3)
Losung:

(a) Nicht jedes Element von R? tritt bei dieser Abbildung als Bild auf: Es gibt
z. B. kein @ € R mit a — (1,1). Die Abbildung ist also nicht surjektiv. Wegen

(a+1l,a—1)=(d+1,d —1)=a=d
ist die Abbildung injektiv. Die Abbildung ist nicht bijektiv.

(b) Zu jedem b € R gibt es mindestens ein a = (a1, ay) € R? mit a; + as = b, etwa
a := (b,0). Die Abbildung ist also surjektiv. Etwa aus (2,2) +— 4 und (3,1) — 4

ergibt sich, dass sie nicht injektiv ist. Sie ist ebenfalls nicht bijektiv.

(c) Die Abbildung ist nicht surjektiv, weil beispielsweise kein a = (ay, as) € R? mit
a — (ag, 1) gibt. Die Abbildung ist auch nicht injektiv: Es gilt z. B. (1,1) — (1, 3)
und (2,1) — (1,3). Die Abbildung ist folglich auch nicht bijektiv.

Aufgabe 17

Es werden nun die Kompositionen der Abbildungen aus Aufgabe 16 gebildet. Geben

Sie jeweils Definitionsmenge, Bildmenge und Abbildungsvorschrift an.
(a) fiofa
(b> Jao f1

(a) Esist (fio fa) : RxR — R xR, (a,a2) — (a1 +as + 1,41 + as — 1).

Definitionsmenge, sowie Bildmenge sind hier R x R.

(b) Esist (fao f1) : R = R, a + 2a. Definitionsmenge, sowie Bildmenge sind hier
R.

Aufgabe 18

f, g, h seien Abbildungen N — N, definiert durch
fix—a+1, giax—a2? h:x— 23

Gilt (1)fog=fof,(2)foh=hof,(3)goh=hog?
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Losung:

Zu (1): Dies gilt nicht fiir alle z € N, dies ist durch ein Gegenbeispiel leicht zu zeigen:

(fog)(l) =2F#4=(go f)(1).

Zu (2): Dies gilt nicht fiir alle z € N, dies sieht man am Gegenbeispiel: (f o h)(1) =
2#8=(ho f)(1).

Zu (3):
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