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(Ndherungsverfahren)

1 Ritzsches Variationsverfahren
Fiir das angegebene Potential

+oo firz <0

V(x){fx firz >0 (1)

fithre man das Variationsverfahren unter Verwendung der Versuchsfunktionenschar «(x) mit dem Varia-
tionsparameter « durch:

u(x) = xe”**
Geben Sie die dazugehorige minimierte Energie an.

Geben Sie zudem ein Beispiel an, wo dieses Potential in der Realitéit auftauchen kann.
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Hinweis: Die Formel [ dza™e 7" = :z% kann hilfreich sein.
0

LOSUNG:

Fiir das zu minimierende Energiefunktional gilt:

Zunéachst berechnen wir:
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Die Minimierung liefert:

dE(a)
da =0
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Wihlen wir f = mg, so handelt es sich um die potentielle Energie eines Teilchens im homogenen Gravi-
tationsfeld der Erde. Das Teilchen wird bei x = 0 von einer ideal reflektierenden Ebene zuriickgeworfen.

2 Storungstheorie 1. Ordnung

Zwei identische Teilchen befinden sich in einem unendlich hohen Potentialtopf mit W#nden bei z = 0
und z = a. Fiir die Einteilchenwellenfunktion gilt:

2
ute) = Zsin (722
a a
Wir lassen die beiden Teilchen iiber das Potential
V(xy,xe) = —aVpd(xy — x2)

schwach miteinander wechselwirken.

1. Berechnen Sie die Grundzustandsenergie in erster Ordnung Storungstheorie.

LOSUNG:

1. Die Energiekorrektur in 1. Ordnung Stérungstheorie lautet:
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Damit ist die Grundzustandsenergie die Summe der beiden ungestorten Teilchenenergien plus die
Energiekorrektur.
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3 Eckige Versuchswelle

Gegeben Sei ein Teilchen in einem Potentialkasten mit unendlich hohen Wénden und der Breite L.

Als Versuchswellenfunktion sei

L—|z| fir|z| <L
=A 2
v(@) {o fiir o > L @

gegeben.
1. Bestimmen Sie die Normierungskonstante A.
2. Schétzen Sie die Grundzustandsenergie ab und vergleichen sie es mit dem exakten Resultat Fy =

w2h?
8mL2"

LOSUNG:

1. Es muss (¢|1p) = 1 gelten:
L

0
A2 /(L+x)2dx+/(L—x)2dx Ly
—L 0

A2 (B(L + 1)3]: 4 B(L - z)3]§> -1
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2. Die Grundzustandsenergie schiitzen wir iiber Ey = (¢|H|v¢) ab. Dazu benétigen wir die 1. und 2.

Ableitung der Wellenfunktion:
A fir —-L<z<0

P(r) = {—A fir0<z<L (3)
0 sonst
'(x) = Ad(x+ L) —2A6(x)+ Ad(z — L) (4)

Man hat es bei der 1. Ableitung mit 3 Unstetigkeitsstellen zu tun. Dabei hat die Ableitung jeweils
einen Sprung. Die Ableitung eines ”Sprungs” entspricht aber gerade einer Delta-Funktion.

Dies liefert:
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Vergleichen wir das mit dem exakten Ergebnis (Ey = %), so sehen wir, dass die durch Variati-
onsrechnung bestimmte Grundzustandsenergie etwas grofler als die exakte Energie ist, was mit dem
Ritzschen Prinzip tibereinstimmt.



4 Oszillator mit quadratischer Stérung

Gegeben sei die Losung des eindimensionalen harmonischen Oszillators:

n2 2

- P MY
o= ot 3t (5)
Hy|n)y = e,]n) (6)

e = huwy (mé) 1)

Nun soll das gestorte System mit dem Hamiltonoperator

H=Hy+V (8)
betrachten werden, wobei:

Vo= A7 (9)

(A > 0). (10)

1. Berechnen Sie die Energieverschiebungen in 1. und 2. Ordnung Stérungstheorie.

2. Vergleichen Sie die Ergebnisse mit dem exakten Resultat.

LOSUNG:

1. Da die ungestorten Zusténde {|n)} nicht entartet sind, ist die Stérungstheorie fiir nichtentartete
Zusténde anzuwenden.

In 1. Ordnung Stoérungstheorie ist die Energieverschiebung durch den Erwartungswert des Storoperators
mit den ungestorten Zustdnden gegeben:
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Hierbei ist:
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In der 2. Ordnung Stérungstheorie ist die Energieverschiebung gegeben durch:
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2. Der harmonische Oszillator ’}:ZO ergibt mit der Stérung V wieder einen harmonischen Oszillator:

~ D2 2. / 2X
’H:’Ho—l—)\:?Q:;;—&—m;} 22 mit  w=wo/l+ —5 (12)
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Fiir diesen Fall sind die exakten Energieeigenwerte bekannt:
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E, hw(n+2) hwm/l—i-mwg (n+2) (13)

Die Storungstheorie entspricht einer Entwicklung nach Potenzen von A:

By = hwolie N (14)
" 0 mwi  2mlPwi
= e +EV+E® 4 . (15)

Dies stimmt mit den Energieverschiebungen, welche storungstheoretisch berechnet wurden, iiberein.



5 Asymptotik von WKB-Wellenfunktionen

Bestimmen Sie das asymptotische Verhalten der WKB-Wellenfunktion tief im klassisch verbotenen Be-
reich, also im Grenzfall x — oo, fiir

1. das lineare Potential V(z) = F - mit F' > 0.

2. das Potential V(z) = %muﬂxz des harmonischen Oszillators.

Hinweise zu 2.:

o [VE—@dr =1V @ —a’ln(z+ V)] +C

e Entwickeln Sie den Integranden in der Exponentialfunktion fiir grofie

LOSUNGSIDEE:

Die angegebenen Potentiale in den allgemeinen Ausdruck fiir eine exponentiell abfallende WKB-Wellenfunktion

mit

einsetzen und die sich ergebenden Integrale auswerten.
LOSuUNG:

1. Fiir das lineare Potential V(x) = F - x mit F > 0 ergibt die Auswertung des Integrals':

f%/\/llx’fde’:f%%(F:E—E)S/Z

0

Die WKB-Wellenfunktion lautet folglich:

1 2v/2m :
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IEine Anderung der unteren Integrationsgrenze xq liefert lediglich einen konstanten Faktor, der durch die Normierungs-
konstante N kompensiert werden kann. Deswegen sei der Einfachheit halber hier und im Folgenden angenommen, dass zg
so gewahlt ist, dass die Stammfunktion von x bei zg verschwindet, sodass die untere Integralgrenze keinen Beitrag liefert.



2. Fiir das Potential des harmonischen Oszillators V (z) = $mw?2? kann unter Verwendung des ange-

gebenen Integrals geschrieben werden:

N V2m [ mw?z?
u(x) giexp | = [ = 5 -F

2m nzu;;tz —E
h2

Somit folgt:

Der Exponentialterm hat die erwartete Form der Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators.
Damit das auch fiir den Vorfaktor gilt, muss gelten:

1

Dies entspricht exakt der bekannten Energiequantisierung.



