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Eindimensionale Probleme

1 1-dimensionales §-Potential

Gegeben sei das eindimensionale d-formige Potential:
Viz)==Xo(x) (A>0). (1)

1. Welchen Anschlussbedingungen muss die Wellenfunktion ¢(x) und deren Ableitung bei x = 0
geniigen?
(Hinweis: Zeige, dass % bei £ = 0 unstetig ist, durch Integration der Schrodingergleichung iiber
das infinitesimale Intervall [—¢, €].)

Loésung

Die stationére Schrodingergleichung lautet:
- h* o2
A1) = (g e — M) ) W) = Ela)
Notwendigerweise ist die Wellenfunktion stetig. Die Anschlussbedingung lautet:
$(07) =1(07)

Die Ableitung der Wellenfunktion ist aber in diesem Fall nicht stetig, da die 2. Ableitung einen
unendlichen Sprung am Ursprung macht. Um dies mathematisch zu zeigen, integrieren wir die
Schrédingergleichung iiber das Intervall[—e¢; €].

i Hip(z, t)de = —% l aa—;\ll(a:, t)ydx — X Z (x)V(z,t)de =FE i Y(x)dx
_h €
& o[ (e) = (=] = M(0) =E [ o)(z)dx

2m

—€
Dann machen wir den Grenziibergang ¢ — 0:

lim (‘hwe) (] - Awm)) —E-0=0

e—0 \ 2m
= TR 0%~ 9/(07)] = M (0)

Da der linksseitige Grenzwert der ersten Ableitung bei x = 0 nicht mit dem rechtsseitigen iibereinstimmt,
ist die Ableitung an der Stelle unstetig.

2. Es existiert genau ein gebundener Zustand in diesem Potential. Bestimme seinen Energie-Eigenwert
und die normierte Wellenfunktion.



Losung

Fiir einen gebundenen Zustand darf die Energie auflerhalb vom Ursprung nicht grofler als Null sein,
da sonst E > V wére, und damit kein gebundener Zustand vorliegt. Es gilt also: £ < 0. In dem
Bereich (also iiberall, auler am Ursprung) muss die Wellenfunktion bis ins Unendliche exponentiell
abfallen. Wir nehmen also folgenden Ansatz:

ebe ir x
w<m>={‘4 fiira <0 @)

Be % fiirz >0

Wegen der Stetigkeit am Ursprung muss gelten:
A’ = Be Y= A=B

Fiir V =0 gilt (einsetzen in die Schérdingergleichung):

_h2 82 +bx _h2A 2 _+bx
2m @Ae T 2m bre
h2b?

EF=——
= 2m

= EAe*t

Der Energie-Eigenwert ist also kleiner als Null, wie gefordert. Um aber das b zu ermitteln, betrachten
wir die Stetigkeitsbedingung der Ableitung fiir diesen Fall:

—h? mA
mA2
= E="0m

Als Letztes fehlt die Normierung der Wellenfunktion:

00 0 oo
/ |o(z)|Pde = A? (/ e dx —|—/O e_mdx> =A%/b=1

= A=

b

3. Betrachte die Streuzustinde (d.h. E > 0) in diesem Potential. Unter dem Ansatz:

ek 4 R(E)e ™ fiirx <0 2mE
7;/}( ) = zki ) .. , k= ) (3)
T(E)e fiir x > 0 h

berechne die Reflexionsamplitude R(E), den Reflexionskoeffizienten r(E) = |R(e)|?, die Transmis-
sionsamplitude T(E) und den Transmissionskoeffizienten t(E) = |T(E)[*.

Lo6sung

Wir betrachten wieder die Anschlussbedingungen fiir die Wellenfunktion und ihre Ableitung.

1.
b(O0H) =0 )1+ R=T
. 2mA
W(O0h) = (07) = = S550(0)
= ikT —ik(1 — R) = —2’%1“



Dieses Gleichungssystem l6sen wir jeweils nach R und T auf:

—1 1
= R= T ER? sowie T = Pa——
L+40% L+ e
= 1 ie ¢ 1
T = - sowie 1t =
Ty g

Fiir grofle E konvergiert t gegen 1 und r geht gegen 0. Fiir hohe Energien nimmt die Transmissionswahr-
scheinlichkeit zu: Ein hochenergetisches Teilchen, das von links kommt, kann also nur schwer von diesem
Schlagloch zuriickgeworfen werden. Nur fiir E gegen 0 konvergiert aber r gegen 1 und t geht gegen Null.
Ein sehr niederenergetisches Teilchen kommt also kaum iiber das Schlagloch driiber.

2 Kastenpotential

()

Man leite die Eigenwertbedingungen fiir die Energieeigen- —d a -
werte der gebunden Zustéinde eines Teilchens der Masse X
m im eindimensionalen Kastenpotential [ ][ I]]

Vi) = Vo fir|z| <a )
0 fir |z| > a

her. Zeige in einer Skizze, wie die Energieeigenwerte graphisch bestimmt werden kénnen.

Losung
Da unser Potential symmetrisch ist V(z) = V(—z) miisssen die Eigenfunktionen zu gebundenen Zustdnden

entweder gerade oder ungerade sein. Wir wihlen daher als Ansatz fiir unsere Wellenfunktion nur gerade
oder ungerade Funktionen.

(b)), (a)

w2 1w 3n/2 ge

Abbildung 1: Skizze zu den geraden (a) und ungeraden (b) Eigenwertgleichungen



Fiir den Bereich II haben wir die DGL:

2 _
(%-FKQ)U((E) -0, K:= 2m(Vo — |E)
T

Fiir den Bereich I und III bekommen wir:

d? 9 2m|E|
(@ — Kk )u(r) =0, K= 2
Wir wihlen folgende Losungsansitze (gerader Ansatz):
Be™® firr < —a
u(xz) = ¢ Ccos(Kz) fiir|z] <a (5)
Be™"® firx > a

Ebenso konnten wir eine Sinus Funktion verwenden, dann bekommen wir eine ungerade Losung der Wel-
lenfunktion. Wir beschréanken uns hier auf den geraden Fall. Der ungerade ist analog zu behandeln.

Die in den Bereichen I und III im Unendlichen divergenten Partikularlésungen wurden gleich weggelassen,
da u fiir x gegen unendlich nicht divergieren darf.
Die Stetigkeitsbedingungen liefern:

u(a”) = u(at) = Ccos(Ka) = Be " (6)

v (a”) =u'(a¥) = —CK cos(Ka) = —Bre "* (7)

Dies stellt ein lineares Gleichungssystem fiir B und C dar. Division der beiden Gleichungen und Multi-
plikation mit a liefert:
ka = Katan(Ka)

Aus den Definitionen von K und k folgt zudem:

2mVya?
B2

(Ka)? + (ra)? =

Dies stellt eine Kreisgleichung zwischen den Variablen Ka und ka dar. (siehe Skizze) Der Schnittpunkt
des Kreises mit der Tangenskurve liefert die 16sung fiir Ka und xa und daraus kann die Energie E des
gebundenen Zustandes bestimmt werden.

3 Potentiallandschaft

Gegeben sei die nebenstehende Potentiallandschaft. Fiir a
2

das Potential solle gelten V) = 75@2' Besitzt das System =x

gebundene Zustdnde? Falls ja, gebe man die Eigenwerte

an. I ]]




Lo6sung

Wir wahlen dhnlich zur vorigen Aufgabe als Wellenfunktion fiir die Bereiche I und II:

A iKz B —iKzx fiir 0
u(m):{ 1€ + Dbie uro<zr<a (8)

Be™* fiir |z| < a
wobei K und x wie in voriger Aufgabe definiert sind. Die fiir x — +o0 divergente Partikularlosung wurde

bereits weggelassen.
Die Randbedingungen fiir x=0: u(0) =0 = A; + By = 0 bzw. mit C = 2iA4; ergibt sich:

u(x):{C’sin(Kx) fir0<z<a )

Be™r* fir |z| < a
Dies ist analog zur vorigen Aufgabe. Auch die Anschlussbedingungen bei z = a sind identisch. Man findet
(ungerader Fall):
ka = —Kacot(Ka)
2mVya?
h2
Die Abbildung in voriger Aufgabe zeigt die graphische Darstellung der beiden Funktionen, wobei der
Viertelkreis gerade fiir den Fall von

B oamVod?
Vo= = ) = 2= (V2)?

ma? h?

(Ka)® + (ka)> =

gezeichnet ist.
Wie man daraus sieht, besitzt das gegebene Potential keinen gebundenen Zustand, da die Kurve (c)
keinen der Aste der Kurvenschar (b) schneidet.

4 Wellenfunktion

Ein Teilchen der Masse m bewegt sich unter dem Einflufl des endlich tiefen Kastenpotentials

{vo fiir || < b

V =
(@) 0 fiir |z] < b

wobei V) = % gilt. Gegeben ist zudem die folgende Wellenfunktion:

cos(kix) fiir |z] < b
cos(k1b)e=*2(21=0)  fiir |2] < b

™ ™
A: D ——— ]{; = = —
Vir+rdp TR g

1. Erfiillt die Wellenfunktion alle Stetigkeitsedingungen fiir eine Losung der zeitunabhéingigen
Schrédingergleichung? Was muss fiir die Normierung gelten? (Integral muss nicht berechnet werden)

-1

Dabei ist

Losung

Die Wellenfunktion und ihre Ableitung miissen bei x = =+b stetig sein, da dort hdchstens die 2.
Ableitung einen Sprung aufweisen darf. Da die Wellenfunktion gerade ist, also wegen 1 (x) = ¢ (—z),
geniigt es, die Stetigkeitsbedingungen bei x = b nachzupriifen. Einsetzen liefert sofort eine wahre
Aussage.

Fiir die Normierung muss [°_dz|¢(z)|? = 1 gelten. Dies ist hier erfiillt.

2. Zeigen Sie, dass die oben angegebene Wellenfunktion ein Energieeigenwert ist und berechnen Sie
den Energieeigenwert.



Losung

Fiir |z| < b ist

(@) = Ao 4 V) cos(haa) = — 2 Acos(kr) = Fié(a)
x) = 5 77 0) cos(krz) = — o5 Acos(krz) = T
Ebenso folgt fiir |z| > b, dass Hiy(x) = Ev(x). ¥(x) ist also tatsidchlich Eigenfunktion zum Eigen-

wert E.

3. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen auflerhalb des Potentialtopfes auth&lt?

Losung

Es gilt:

- 2 a2 —m @by _ 2b o 2
P(lz| >b) =2 [(z)]* = A%e” 2 =—A :74:28%
b b

s T+

5 Auf- und Absteigeoperatoren

Betrachte einen 1-dimensionalen harmonischen Oszillator mit den Eigenzustéinden n, wobei H In) =
hw (n +1/2) |n), sowie die Auf- und Absteigeoperatoren aus der Vorlesung mit ihrer Kommutatorrelation
[a,a'] = 1. Weiterhin ist der Teilchenzahloperator bekannt: afa |n) = n |n). Bestimme die Normierungs-
konstante o in [¢)) = a|n) = a|n — 1) und B in a' |n) = B|n + 1)

Lo6sung

Es gilt [¢) = af [n) = a|n — 1) daraus erhalten wir:
laf? = (vlv) = (nla'aln) = n (n|n) = n
= aln) =+v/nln—1)
Fiir die Norm des Zustandes [¢) = af |n) = B|n + 1) folgt analog:
1812 = W) = <n|d&T|n> = <n|de + 1|n> =n+1
Dabei wurde Die Kommutatorrelation verwendet.

=a'n)=vn+1jn+1)

6 harmonischer Oszillator

Wir betrachten einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit dem Hamiltonoperator

»? mw?z2

H=—
2m+ 2

mit den Eigenzusténden |n).
Zur Zeit t = 0 sei der Zustand durch

gegeben.

1. Man gebe die Zeitentwicklung |1(¢)) an.



Losung

. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird jeweils die Energie Ey, F1 oder Fo gemessen?

Losung
Po(t) = | (04 ()) [P =1/2
Pi(t) = (1p(1) > =1/2
Py(t) = | 2l(t) [* =

. Berechnen Sie den Erwartungswert von x und p.
Hinweis: Uberlegen Sie, welche Darstellung des Oszillators am besten geeignet ist, und welche Sdtze
fiir Erwartungswerte existieren.

Losung

Wir I6sen diese Aufgabe am besten mit der algebraischen Darstellung mit Vernichtern und Erzeu-
gern. Es gilt fiir den Ortsoperator (siehe Vorlesung):

weiterhin gilt:

aln =vnln—1y, a'|ln)=vn+1jn+1)

Zusammen mit der Orthonormiertheit ergibt dies:

(a) = (O (0) =~ 5 sin(et)

Um den Erwartungswert des Impulses zu berechnen, verwenden wir das Ehrenfest’sche Theorem.

(¢ = m 3 {2)

Dies liefert:




