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Losungsvorschlag fiir die Probeklausur

1 Fragen

1. Kann man die Bewegungsgleichung des geddmpften Oszillators
F4+2\ +wiz =0

mit Auslenkung z(t), Dampfungskonstanten A und Frequenz wy als Lagragegleichung zweiter Art
aus L =T — V ableiten? Begriinden Sie kurz.

2. In einem Auto, das mit konstanter Geschwindigkeit fahrt, héingt ein Heliumballon unter der Decke.
Wie verhélt sich der Heliumballon bei einer plotzlichen Bremsung?

3. Ein hohler Wiirfel steht fest auf einer horizontalen Tischplatte. In dem Wiirfel bewegt sich ein
Massenpunkt, der an den Wénden elastisch reflektiert wird. Nennen Sie drei unabhéngige Erhal-
tungsgrofen.

4. Was ist eine zyklische Koordinate?

5. Wie schafft es eine Schlittschuhléuferin in einer Pirouette, sich immer schneller zu drehen?

LOSUNG:

1. Nein, denn der Ddmpfungsterm 2\ ldsst sich nicht aus einem Potenzial ableiten (Reibung ist per
Definition nicht konservativ, sondern dissipativ).

2. Im Bezugsystem des Autos: Unter dem Einfluss der nach vorne gerichteten Trigheitskraft verdrangt
die schwerere Luft den leichteren Heliumballon, der dadurch nach hinten beschleunigt wird.

3. In den beiden horizontalen Richungen (etwa x, y), |px| oder p? und |py| oder pf/; Energie der
vertikalen Bewegung (z-Richtung) p?/(2M) + Mgz oder Gesamtenergie.

4. Eine Koordinate heifit zyklisch, falls die Lagrange-Funktion nicht von dieser Koordinate abhéngt.
Jede zyklische Koordinate fithrt auf eine Erhaltungsgrofie.

5. Durch Einziehen ihrer Arme verringert Sie ihr Tragheitsmoment ©, so dass wegen Erhaltung des
Drehimpulses L = ©Ow die Winkelgeschwindigkeit w zunehmen muss.



2 Zylinder auf Zylindermantel

Auf der Innenfliche eines Zylindermantels (Radius R) rolle ein Zylinder (Radius r, Massendichte p=const).

1. Wie lautet die Lagrangefunktion des Systems?
2. Formulieren Sie die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen.

3. Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir kleine Ausschlige ¢

LosuNG:
1. Die kinetische Energie setzt sich zusammen aus der Translationsenergie und der Rotationsenergie:
T = Tyrans + Trot = gm(R = 1)°¢% + 31 (¢ +0)*  mit J = gmr”
Die Potentielle Energie lautet:
V = mg(R—r)(1 - cos(¢))
Niitzlich ist noch die Beziehung: Rdp = —rdid — 9 = —%gb
L=T-V
L=3im(R-r)*$? + tmr?(o+ 9)2 — mg(R — r)(1 — cos(p))
— Lm(R— )% + $r2(1 — £))g2 — mg(R — r)(1 — cos(y))
= 3m(R — r)2¢? + mg(R — r) cos(y) — mg(R — )

2. % = —mg(R — r)sin(p)

#9F = sm(R—1)¢

so erhalten wir die Bewegungsgleichung: ¢ = —% 7 sin(e)

3. Fiir kleine Ausschldge kann man niahern:




Mit w = |/2 %% lautet die allgemeine Lésung:

p(t) = a cos(wt) + b sin(wt)

3 Perle

Betrachten Sie einen geraden (masselosen, unendlichen) Draht, der mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit w um die z-Achse rotiert und mit dieser einen konstanten Winkel « bildet. Auf dem Draht gleitet
reibungsfrei eine Perle mit Masse m, auf die die Gewichtskraft in negativer z-Richtung wirkt.

(&

1. Geben Sie die Zwangsbedingungen an.

2. Stellen Sie eine Lagrange-Funktion fiir die Perle auf und geben Sie die entsprechende Lagrange-
Gleichung zweiter Art an. Losen Sie diese fiir r(¢) > 0 mit den Anfangsbedingungen r(0) = r¢ und

70(0) = vp.

3. Bestimmen Sie eine Hamilton-Funktion der Perle. Ist die Hamilton-Funktion gleich der Gesamt-
energie E? Ist die Hamilton-Funktion erhalten?

LOSUNG:

Zur Losung dieser Aufgabe bieten sich zwei Koordinatensysteme an: Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) und
Kugelkoordinaten (r,, ¢). Wir geben die Losungen jeweils in beiden Koordinatensystemen an.

1. Kugelkoordinaten: fi(t,p) =p —wt =0 fo(¥d) =9 —a =0

Zylinderkoordinaten: fi(t,¢) = ¢ —wt =0 fao(r,z) = r — ztan(w)

2. Kugelkoordinaten:
L = tm[i? + r?9% + r?¢% sin(a)?] — mgr cos(a)

m[r? + r?w? sin(a)?] — mgr cos(a)

N[—=

m[r? + r2w?) — mgr

=

Hier haben wir in der zweiten Zeile die Zwangsbedingungen aus a) benutzt und in der dritten Zeile
eine effektive Frequenz @ = wsin(a) und eine effektive Gravitationsbeschleunigung g = g cos(«)
eingefiihrt.

Mit



d 0L __ . oL _ ~
Ji9r =miund G¥ = mw

2r —mg

erhalten wir die Bewegungsgleichung:

mit — m?r + mg =0

Die Losung dieser Gleichung lautet wie folgt:
r(t) = c1€¥t + coe %t + @iz

Mit den Anfangsbedingungen ¢ und vy kann man ¢; und ¢z bestimmen. Aus r(0) und #(0) erhélt
man zunéchst

c1+co = =2

<

el

€1 —C2 =
Damit ergibt sich:

-1 _ 9 4% -1 _ 9 _ T
01—2(7'0 (;)2"‘5) 02—2(7'0 52 &j)

Zylinderkoordinaten:

in Zylinderkoordinaten lautet die Lagrangefunktion wie folgt:
L = tm[i? +r2? + 22 — mgz

-2 2 2 72 mgr
mli* +7°w* + ] — ey

N[

= W[%m(ﬁ +7r2)@0? — mgrsin(a))

Hier haben wir in der zweiten Zeile die Zwangsbedingungen aus a) benutzt und in der dritten Zeile
eine effektive Frequenz @ = wsin(a) und eine effektive Gravitationsbeschleunigung g = g cos(«)
eingefiihrt.
d 9L

— oL _ 7
Eﬁfmrund 5y = mw

2r — mgsin(a)

mi — m@*r + mgsin(a) = 0
Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet:

r(t) = c1€¥t + coe %t + sin(cu)ai2

Mit den Anfangsbedingungen ¢ und vy kann man ¢; und ¢z bestimmen. Aus r(0) und #(0) erhélt
man zunéchst

o sin(a)g
c1t+c2=r9— %
7',

Cl — Cy = 50
Damit ergibt sich:

_1 sin(a)g | 7o _ 1 sin(@)g _ 7o
a=3r—"Z"+3) ea=300- "2 —-3)

Hier sei noch einmal angemerkt, dass in Kugelkoordinaten r(t) den Abstand vom Ursprung angibt,



wihrend r(t) in Kugelkoordinaten den Abstand von der Z-Achse angibt. rzyiinder = $in(0)rkuge
in unserem Fall ist 6 = «.

. Kugelkoordinaten: Der zu r kunjugierte Impuls lautet:

— 9oL _ O
=Zr=mr & 1=

Sl

Damit kénnen wir nun die Hamlitonfunktion bestimmen:

H(r,p)=7p—L

2 2 ~ ~
=4 — [%m(% + 7202 — mgr)]
= % — %mTQUNJQ + mgr

Vergleichen wir das mit der Energie so sehen wir folgendes:
2
E=T+V =2 4+ imr?&* + mgr # H(r,p)

Zylinderkoordinaten: Der zu r konjugierte Impuls lautet:

_ oL _ _mp . _ sin(a)’p
piﬁisin(a)zéri m

Damit kénnen wir nun die Hamlitonfunktion bestimmen:

H(r,p)=7p—L

- 2 2 i 2p?
= S [ (R 2]y

mgr
tan(a)

O

Vergleichen wir das mit der Energie so sehen wir folgendes:
s 2,2

E=T+V = 75“1(2’2 -+ imr?w? + 295 £ H(r, p)

tan (o)

Das die Hamiltonfunktion nicht gleich der Energie ist, liegt daran, dass der Draht reale Arbeit
an der Perle verrichtet. D.h. die Zwangsbedingungen veréndern die Energie des Systems.

Die Hamiltonfunktion ist in beide Fillen Erhalten, da sie nicht explizit zeitabhéngig ist.

dH __ 0H __
G = ot =V



4 Kugelschale

Betrachten Sie eine homogene Kugelschale mit Massendichte p, innerem Radius r und &uflerem Radius R.
Berechnen Sie die Haupttriagheitsmomente der Kugelschale beziiglich eines korperfesten Bezugssystems
mit Ursprung im Mittelpunkt der Kugelschale.

LoOsuNa:

Aufgrund der Symmetrie des Korpers verwenden wir natiirlich Kugelkoordinaten. Wegen der Kugelsym-
metrie sind alle drei Haupttragheitsmomente identisch I;; = Iss = I33, so dass wir nur eins berechnen
miissen. Das Volumen der Kugelschale kann man sich leicht iiberlegen, wenn man sich daran erinnert,
dass das Volumen einer Vollkugel mit Radius R gegeben ist durch %”RS Dann folgt sofort, dass das
Volumen unserer Kugelschale gegeben ist durch:

V= R - R

x1 = x = rsin(9) cos(p)

xo =y = rsin(VY) sin(p)

x3 =z =rcos()

~

iy

-
Il

Ro2 T 27
p/ / / drdddyp r? sin(9)(r? — r?sin* () cos? (1))
Ry Jo Jo

~ /R R i dr /0 " /O " (sin(9) — sin(9)? cos(9)?)d¥dy

1 4
= PRS- R -2 s om) =

" (R~ RY)

Wenn man jetzt noch die Dichte des Kérpers durch seine Masse ausdriickt erhélt man

M 2M R3—RY
p=v = In=1In=1Is=" g7




5 Gekoppelte Massen

Betrachten Sie zwei Massenpunkte mit Massen m und 2m, die jeweils mit einer Feder der Federkonstanten
k an einer Wand befestigt sind und mit einer Feder der Federkonstanten 2k miteinander verbunden sind.

1. Stellen Sie eine Lagrange-Funktion fiir die Bewegung der Massenpunkte auf.

2. Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen der Schwingungen des Systems sowie die zugehorigen Eigen-
vektoren.

LOSUNG:

1. Bezeichne x; die Auslenkung aus der Ruhelage des Massenpunkts mit Masse m und x5 die Auslen-
kung aus der Ruhelage des Massenpunkts mit Masse 2m. Dann ist die Lagrange-Funktion gegeben

durch:
L = lmﬂ'cQ—&— '2—11:2—11@2—1@ — )2
= 1T MTy T T (z2 —21)
2 2 2
Tonne 1 mn
= E*TT5—5*TV3?

L 10 ~ 3 -2
MltT—m<O 2>undV—k<_2 3>

2. Die Eigenfrequenzen sind die Losungen der Gleichung det(V — wzf) =0

N N _ 2 _
det(V — w?7) ’3k 2mw 2k

—2k 3k — mw?
= (3k — 2mw?)(3k — mw?) — 4k*
5k% — 9mkw? + 2m2w?

, 9k\? 41 k2
= w —_— - T T 5
4m 16 m?2

9£+v41
4

D.h die Losungen lauten: wi =

Sl

Die entsprechenden Eigenvektoren erhélt man aus der Gleichung (V — wif)ﬁ =0

- -~ —2(3 4+ v/41) -8 . . .
2m _ k .
V—wiT =7 ( 3 s _ /I 1> woraus sich folgendes Gleichungssystem ergibt:



2(3 + \/éﬁ)ul —8us =0
—8uy + (3 — V4l)uz =0

Dies fiithrt zu:

1
3+v41 —
uy = =y iy = ( 34V | W

Analog findet man fiir w_:

1
3—v41 =
U = — =4 U — U_ = <_3_\/éﬁ Ul




