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Ubung 1 - Musterldsung

1. Wellenpakete (**)
Geben Sie die Formeln fiir Phasen- und Gruppengeschwindigkeit allgemein fiir
Wellenpakete an, die in Abhéingigkeit von Kreisfrequenz w und Wellenzahl k(w)
beschrieben werden. Welches Frequenzspektrum muss ein Wellenpaket haben, da-
mit man von einer Gruppengeschwindigkeit reden kann? Veranschaulichen Sie die
Verhiltnisse fiir zwei beitragende Frequenzen (Schwebung)!
Hinweis: sin(a + ) + sin(a — ) = 2sinacos
Losung
Die Phasengeschwindigkeit vp, (w) = w/k entspricht der Ausbreitungsgeschwindig-
keit der Wellenfronten der zum Wellenpaket beitragenden Frequenzanteile w.
Die Gruppengeschwindigkeit ist definiert als ve, = dw/dk|,_,, , welche nur sinnvoll
interpretiert werden kann, wenn das Frequenzspektrum des Wellenpakets ausrei-
chend schmal um die mittlere enthaltene Frequenz wy verteilt ist, so dass vg, liber
diesen Bereich nicht stark variiert. Dann entspricht die Gruppengeschwindigkeit
der Geschwindigkeit, mit der sich das Wellenpaket als Ganzes (d.h. dessen Schwer-
punkt) bewegt.
Dies wird deutlich bei der Uberlagerung zweier Wellen

Yy =sin[(k — Ak)x — (w— Aw)t] und 9y =sin[(k + Ak)z — (w + Aw)t]
mit dhnlicher Wellenlédnge (Schwebung)
1 + 1y = 2sin(kxr — wt) cos(Akx — Awt)

Die entstehende Schwebung besteht aus einer (schnellen) Oszillation mit der gemit-
telten Frequenz (1. Term), die durch einen (langsam verénderlichen) Term modu-
liert wird. D.h. die unendlich ausgedehnte ebene Welle ¢, wird durch Uberlagerung
mit 1, in eine Kette von "Wellenpaketen’ verwandelt. Die Grundschwingung hat
eine Phasengeschwindigkeit von vp, = w/k die "Wellenpakete’ bewegen sich ent-
sprechend mit v = Aw/Ak — dw/dk,



2. Linienspektren (**)
Sie beobachten zwei Linienspektren von Ein-Elektron-Systemen. Sie messen jeweils
die drei grofiten und die kleinste Wellenlénge einer Serie.

Serie 1 [nm] | Serie 2 [nm]
468.135 484.282
320.012 250.964
273.072 173.271
204.854 23.332

a) Um welche Systeme handelt es sich (beobachtetes Element und Grundzustand
der beobachteten Serie)?

b) Welche Uberginge wurden beobachtet?

Losung
In Ein-Elektron-Systemen kann die Ubergangsenergie (in eV) zwischen zwei Zustéinden
mit den Hauptquantenzahlen n; und ny durch die Formel

AE:m*f<i—i>

ni n3

beschrieben werden. Ry* = 13.6 eV ist dabei die Ionisierungsenergie des Was-
serstoffatoms. Um die Aufgabe zu 16sen werden nur die kiirzeste und die ldngste
Wellenlénge benotigt. Seien im Folgenden n; der Grundzustand, ny ein Zustand
dariiber und alle Energien in eV.

a) Fir die Ionisierungsenergie (gegeben durch die kiirzeste Wellenldnge) gilt
he/Amin = Eron = Ry* - Z%/n? und somit

Ry*

ny = Z E .
Ton

Des Weiteren gilt fiir die Ubergangsenergie AFE von ny = ny + 1 nach ng
(gegeben durch die langste Wellenlénge)

he

1 1
= AE=Ry*- 72?5 - ——| .
' [n% (n1+1)2]

)\max

Aus den beiden obigen Gleichungen erhélt man

[Ry* | Ry*
Z 1=27Z4y| ————
EIon * Elon - AE




und durch Auflésen nach Z (nur das positive Vorzeichen macht hier Sinn)

;_ Ry* Ry*
B EIon - AFE EIon

erhdlt man fiir Serie 1 Z ~ 2 (Helium) und fiir Serie 2 Z ~ 79 (Gold).

b) Setzt man nun die gefundenen Ordnungszahlen in die erste Formel aus a) ein
so erhilt man fiir Serie 1 ny ~ 3 (Ubergang 4 — 3) und fiir Serie 2 n; ~ 40
(Ubergang 41 — 40).
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3. Ortswellenfunktion, Wahrscheinlichkeitsinterpretation (*)
Die quantenmechanische Wellenfunktion eines Teilchens sei gegeben durch

=]

Y(z) = Nxe 2

a) Bestimmen Sie den Normierungsfaktor N so, dass die Wellenfunktion auf Eins

normiert ist, d.h. dass
[o¢]

[ astv@p =1

— 00

gilt und begriinden Sie die Notwendigkeit von normierten Wellenfunktionen
fiir die Wahrscheinlichkeitsinterpretation in der Quantenmechanik. Welche
Einheit hat die Wellenfunktion?

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit das Teilchen am Ort z = 0 zu finden?
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit das Teilchen im Intervall [—1/a,1/a] zu

finden?
: : n_.—azr ( d >” —azr
Hinweis: e =|——1] €
da
Losung

a) Fir das Integral iiber das Betragsquadrat der Wellenfunktion erh&lt man

/ da |y (@) = / dzN2z2e el = N2 / dza?e® = 2N? / do— e =
a
0o e / /
d2 T d2 1 o0 d2 1
:2N2— d 7ax:2N2_ _—,—ax :2N2——:
da2 Te 12 [ ae L P
0
4N2 | a3/2
=—=1 == N=—
a3 9



Die (bis auf einen konstanten Phasenfaktor) normierte Wellenfunktion lautet

somit
a’/? Jz|
Ylz) = —-ze™" %

Der Normierungsfaktor ist notwendig um (wie in der Vorlesung erwéhnt)
[4(2)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren zu kénnen. Uber den ge-
samten Raum intergriert muss sie Eins ergeben, da sich das mit ihr assoziierte
Teilchen irgendwo im Raum befinden muss.

Da [¢(x)|? eine eindimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte mit der Dimension
1/m ist, muss ¢ (z) selbst die Dimension 1/4/m haben.

Die Wahrscheinlichkeit das Teilchen exakt an einem gegebenen Ort zu finden
ist Null. Die Wahrscheinlichkeit P das Teilchen im Intervall [—1/a,1/a] zu
finden ist

1/a

2 1/a 2
P= [ dlp)f =... = 2N [—le—w] o (1_1) 21

da? a 0 e/ da?a
—1/a

1\ 2 a’ 1\ 2 1
=2N?(1--) = =2—(1--)=5=1-—-~063
( e)a3 4( e)a3 e

4. Potentialkasten (*)
Ein kraftefreies Teilchen befinde sich in einem Potential

o0 sonst

V(x):{o fir — 2 <xz<?2

in einem seiner stationidren Zustande

a)

o) = e ()

Zeigen Sie, dass diese Zustdnde normiert sind und bestimmen sie die Energie-
eigenwerte F,. Welche Energie ist nétig um ein Elektron, das sich in einem
Potentialkasten der Breite 1 nm befindet, vom Grundzustand in den zweiten
angeregten Zustand anzuregen.

Hinweis: Masse des Elektrons m, = 9.11-1073! kg = 511 keV /¢?

Berechnen Sie den Erwartungswert des Ortes x und des Impulsoperators p
fiir die stationéren Zustdnde und interpretieren Sie die Ergebnisse.

Berechnen Sie die Energieunschirfe AH fiir die stationdren Zustinde und
interpretieren Sie das Ergebnis.



d) Nehmen Sie nun an, das Potential hétte eine endliche Hohe. Was bedeutet

dies qualitativ fiir das Teilchen?
in(2
Hinweis: /dx cos®(azx) = smi—ax) + g + const.
a

Losung

a) Fiir das Integral tiber das Betragsquadrat der Wellenfunktion ergibt sich

o0 a/2 a2
2 4
/d:li|§0n(:1:)‘2 _ / A cos? (@) _ —/d:z:cosz (mrx> _
a 0 a -
o0 —a/2 0
: a/2
4 |sin (2712) L7 4 Sin(n7T>+a da

Die stationédren Zusténde ¢, (z) sind also normiert.
Die Schrodinger-Gleichung im interessierenden Bereich [—a/2, a/2] lautet

K2 d2
— %@Sﬁn(@ = E,pn(x)

Setzt man die stationédren Zustande ein erhilt man

h? n?n? \/5 nwL 2 nwx
— — cos (—) = FE,1/—cos (—)
2m a? a a a a

Die Eigenenergien lauten somit

h2n2n?

En = = anl

2ma?

mit der sog. Nullpunktsenergie F;. Die notwendige Anregungsenergie fiir das
Elektron betrégt

Es — Ey =8F; =3.00 eV

b) Fiir den Erwartungswert des Ortes gilt

(9] a/2
() = / 42} (2)Tpn(z) = / A ()] = 0
—00 —a/2



und fiir den Erwartungswert des Impulsoperators gilt

a/2
2 d
= —ih— / dx cos <@> — COS <@> =
a a / dz a
—a/2
a/2
2
= 171% dx cos (_x) sin (@> =0
a a a
—a/2

Der Erwartungswert des Ortes liegt natiirlich in der Mitte des Potentialkas-
tens. Dass der Erwartungswert des Impulses verschwindet wird ersichtlich
wenn man sich {iberlegt, dass sich das Teilchen im Potentialkasten in beide
Richtungen bewegen kann. Zu jedem Impuls in positive z-Richtung gibt es
auch einen Impuls in negative z-Richtung. Der Erwartungswert muss also
dementsprechend verschwinden.

c¢) Die Energieunschérfe AH ist gegeben durch

it (i) - (i)’

Fiir die Erwartungswerte von H und H? erhilt man

<H> - ]Odw;(a:) (—%dd—;) on(T) =

a/2
2 h? q <n7rx) d? (mrx)
= ——— rcos|—— ) —cos | — | =
a?2m dz? a
—a/2
a/2
_2m (@)QQ/dmsz (122 - 2R (@)222 _
a2m \ a a a?2m \ a 4
0
h2n2n?
T omaz "



a/2
2 4 cos (mr:v) d* cos (mrx) B
 adm? o a / dx* a )
—a/2

a/2

2 B /nm\4 nwx 2 B /nm\4 _a
L)' () - 2
a4m2<a> / v eos a adm? \ a 4

0
hinint ( h2n2n? ) 2

4m2at 2ma?

Die Energieunschérfe lautet somit

2.2 2\ 2 2,22\ 2
Aﬁ:\/<H2>_<ﬁ>2: hn*m _ hen*m —0
2ma? 2ma?
Die Energieunschérfe verschwindet natiirlich, da die stationdren Zusténde Ei-
genzustidnde des Hamilton-Operators sind. Die Energie ist also scharf messbar.

d) Die Teilchen kénnen nun etwas in den Bereich aufierhalb des Kastens eindrin-
gen, dadurch dndert sich die Wellenfunktion. Die vorherigen Randbedingun-
gen ¢, (—a/2) = pn(a/2) = 0 gelten nicht mehr. Die Wellenlénge wird grofer
und damit die Energien kleiner.

5. Potentialbarriere (***)
Ein Teilchen mit Masse m und kinetischer Energie E' < Vj trifft von links auf eine
Potentialbarriere der Form

V(x):%@(x)@(a—x):{vo fird<z<a

0  sonst

mit Vo > 0.

a) Wie lautet der Ansatz fiir die Wellenfunktion +(z)? Uberlegen Sie sich dazu
auch die physikalischen Randebedingungen, also aus welchen Anteilen die in
den einzelnen Bereichen auftretenden Losungen bestehen konnen. Skizzieren
Sie das Potential und die Wellenfunktion.

b) Ermitteln Sie die Bestimmungsgleichungen fiir die in der Wellenfunktion auf-
tretenden Koeffizienten aus der Bedingung, dass die Wellenfunktion stetig
differenzierbar sein soll. Sie sollen diese Bestimmungsgleichungen nicht 16sen!

¢) Wie nennt man den hier auftretenden Effekt der sich aus der Wellenfunktion
erkennen ldsst? Erkldren Sie diesen Effekt kurz.



Gehen Sie nun vom Fall ¢ — oo aus. Aus der Potentialbarriere wird somit eine

Potentialschwelle
0 firz<0
V(e)=ViO) =4,
Vo firxz >0
d) Wie lautet nun der Losungsansatz? Bestimmen Sie die dabei auftretenden

Koeffizienten und bestimmen Sie die Reflexionswahrscheinlichkeit R fiir den
Fall E = 14/2.

Hinweis: Die Resultate aus c) konnten niitzlich sein. Die Reflexionswahr-
scheinlichkeit R ist das Betragsquadrat der Amplitude der reflektierten Welle.

Wie lautet der Losungsansatz fiir den Fall E > V7 Was hat sich nun effektiv
gedndert? Bestimmen Sie die Reflexions- R und die Transmissionswahrschein-
lichkeit 7" fiir den Fall E' = 9V} /5 und zeigen Sie dass R+ T =1 gilt.
Hinweis: Die Transmissionswahrscheinlichkeit ist das Betragsquadrat der Am-
plitude der transmittierten Welle multipliziert mit dem Quotient aus dem
Wellenvektor der transmittierten Welle und dem Wellenvektor der reflektier-
ten Welle.

Losung

a)

In Bereich I (z < 0) lautet die Schrodinger-Gleichung

h? d? h2k?
- %@?ﬁl(ﬂﬁ) = By () =

Yr(w)

2m

bzw. umgeformt
[(2) + k() = 0

mit Wellenvektor k = v2mE/h > 0. Die Losungen dieser DGL sind von der
Form . .
w1<x) — Aelkx_kpeflkx

Dabei handelt es sich um eine einfallende Welle mit Amplitude A, wobei man
0.B.d.A. A =1 wiahlen kann, und eine reflektierte Welle mit Amplitude p.
In Bereich IT (0 < < a) lautet die Schrodinger-Gleichung
h? d? h2k?
— s Ui(r) + Voyu(z) = B () = %1/11(36)

2m dz?

bzw. umgeformt
i(z) — k*i(z) =0
mit Wellenvektor x = \/2m(Vy — E)/h > 0. Die Losungen dieser DGL sind

von der Form

Yn(x) = Be"™ 4+ Ce™™



In Bereich IIT (z > a) ist die Schrodinger-Gleichung analog zu Bereich I
(x < 0), die Losung ist daher von der Form

Y (x) = relk@=a) 4 pe-ik@=a)

mit dem selben Wellenvektor k£ wie in Bereich I. Der Koeffizient D muss hier
gleich Null sein, da sich sonst das Teilchen auch von rechts an die Barriere
anndhern wiirde. Hier handelt es sich also nur noch um eine transmittierte
Welle, die an der Stelle x = a gerade die volle Amplitude 7 besitzt.
Insgesamt erhélt man also als Ansatz fiir die Wellenfunktion

ek 4 pekT it ¢ < 0
(x) = Be® +Ce ™ fir0<z<a

relk(@=a) firz > a
2r
A= 2T
| A= | e
y
\/J U ~
«——a—> E,
| Il l 1l
> X

0 a

An der Stelle z = 0 muss ¥1(0) = ¥(0) und ¥1(0) = ¥{;(0) gelten. Man
erhélt somit die 2 Gleichungen

l1+p = B+C
ik(1—p) = —r(B-C)

An der Stelle z = a muss ¥y (a) = ¥(a) und ¥j(a) = ¥j;(a) gelten. Man
erhélt somit die 2 Gleichungen

Be "+ Ce"™ = r
—kBe ™™ + kCe™ = ikt

Es handelt sich hierbei um den Tunneleffekt. Teilchen mit der Energie E
konnen mit einer von Null verschiedenen Wahrscheinlichkeit in Potentialbe-
reiche Vy > E eindringen und diese sogar durchtunneln, was aus klassischer
Sicht nicht moglich wére.



d) Hier miissen nur noch zwei Bereiche betrachtet werden. Fiir Bereich I (z < 0)
lautet die Losung analog zu c)

"QDI(JU) — Aeikx _'_Befikm

mit Wellenvektor & = v2m£E /h > 0. Auch hier wihlen wir 0.B.d.A. A = 1.
Im Bereich IT (z > 0) lautet die Losung analog zu ¢)

'(ﬁH(I) = (Ce™ + De™"*

mit Wellenvektor k = /2m(Vy — E)/h > 0. Aufgrund der Normierungsbe-
dingung muss C' = 0 sein, da sonst ¢y(x) fir + — oo divergieren wiirde.
Zusammenfassend erhalten wir also

e*r 4+ Be R fiir x < 0
P(z) = o .
De firx >0

/\ -
[ \/ A\/@T c

E

kin
-~ B

|

A= 0

Aus den Anschluss- und Stetigkeitsbedingungen erhalten wir analog zu c)
das Gleichungssystem

1+4B = D
ik(1-B) = —kD

Daraus erhalt man mit

k V2mE/h E
fiir die Koeflizienten B und D
B — 1-+/1-V,/E
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Die Reflexionswahrscheinlichkeit R fiir den Fall E = V4/2 ist nun gegeben

durch )
, |1—-v1I=2 1—il?
1+1T-2 1+i

Die einfallende Welle wird also vollsténdig reflektiert. Trotzdem gibt es eine
von Null verschiedene Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Welle in der Barrie-
re.

Fiir den Fall £ > V; ist die Wellenfunktion in Bereich I (z < 0) dieselbe
wie davor (auch in diesem Fall gibt es einen reflektierten Anteil). In Be-
reich II (z > 0) jedoch ist die Wellenfunktion nun nicht mehr exponentiell
abfallend sondern besteht aus einer transmittierten Welle mit Wellenvektor

k' = +/2m(E — V) /h. Die Wellenfunktion lautet also insgesamt

e*r + Be R fiir x < 0
-]

Delk'e fir z > 0

Fiir die Koeffizienten B und D erhalten wir die selben Ausdriicke wie in d),
nur sind die Wurzeln hier reell. Fir E = 9V;/5 ergibt sich die Reflexions-
wahrscheinlichkeit

2
R—BP=|= 1-5/9 _’1/32_ 1
1++/1-5/9 5/3 25
und die Transmissionswahrscheinlichkeit
% 5 2 212 1> 24
R v s R | I
k 9114++/1-5/9 315/3 25

Es gilt also R + T = 1 wie es die Energieerhaltung fordert.

11



6. Streuung und Interferenz (**)
Wir betrachten die (quantenmechanische) Streuung von roten und griinen Teilchen
aneinander. Die Streuamplitude fiir ein unter dem Winkel 6 gestreutes Teilchen
laute f(0).

Detektor D Detektor D
1 O 2 O
-0
0
Quelle 1 8 Quelle 2 Quelle 1 / Quelle 2

Bereich der

Bereich der Wechselwirkung

Wechselwirkung

a) Wie grof ist die Gesamtstreuwahrscheinlichkeit (also die Wahrscheinlichkeit,
dass ein rotes oder griines Teilchen im Detektor D detektiert wird), wenn rote
an griinen Teilchen streuen?

Nehmen Sie von nun ab an, dass die Teilchen entweder Fermionen oder Bosonen
sein konnen.

b) Wie grof} ist dann jeweils die Gesamtstreuwahrscheinlichkeit, wenn gleichfar-
bige aneinander gestreut werden? Beachten Sie die Teilchenaustauschsymme-
trie!

¢) Welche Streuwahrscheinlichkeit ergibt sich jeweils fiir Streuung unter § = 90°7?
Losung

a) Rot und griin sollen hier stellvertretend fiir verschiedene Quantenzahlen ste-
hen, also z.B. fiir die z-Komponente des Spins: Spin up und Spin down.
Die Wellenfunktion der Streuung zweier unterscheidbarer Teilchen ist fiir
grofles r allgemein gegeben durch
ikr

P ox eF* f(@)er

(2)

d.h. durch eine einlaufende ebene Welle und eine auslaufende Kugelwelle.
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Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist dann

do

o=l ®

und damit proportional zur Streuwahrscheinlichkeit.
Es gibt zwei Moglichkeiten, wie ein gestreutes Teilchen in den Detektor D
gelangen kann:

i) Teilchen 1 wird an Teilchen 2 um den Winkel 6 gestreut.
ii) Teilchen 2 wird an Teilchen 1 um den Winkel 7 — 6 gestreut.

Da das rote Teilchen vom griinen Teilchen unterscheidbar ist, lautet die Ge-
samtstreuwahrscheinlichkeit

P =P+ P =|f0)] + |f(x — )

Bosonen sind iiber ihr Verhalten unter Teilchenaustausch (hier Austausch der
Teilchenkoordinaten) definiert. Dabei muss die (Zweiteilchen-) Wellenfunkti-
on fiir Bosonen total symmetrisch (¢(ry, 173) = ¥(r2, 1)) und die Wellenfunk-
tion fiir Fermionen total antisymmetrisch (¢(7y, r2) = —1(1ry, 1)) sein.

Bei der Streuung zweier ununterscheidbarer Teilchen bedeutet der Austausch
der zwei Teilchenkoordinaten Vorzeichenaustausch der relativen Koordinate,
dh. z,y,z2 - —z,—y,—z bzw. r = r, 0§ -7 —0, ¢ = 7™+ ¢. Damit ist die
symmetrisierte Wellenfunktion

ezkr

Y oc e e 4 (F(0) £ f(m —0))

r

und der differentielle Wirkungsquerschnitt ist daher

do

o= O£ fx -0

Y

Das '+’ gilt fiir Bosonen und das '—’ fiir Fermionen. Aufgrund der Unun-
terscheidbarkeit der jeweils gleichfarbigen Teilchen tritt also ein zusétzlicher
Interferenzterm I auf

P=P+P+Il=|fO0)£f(x=0)=|fO))+|f(r—0)£]

wobei auch hier das "+’fiir Bosonen und das '—’ fiir Fermionen gilt.

Fiir Bosonen gilt

P =|f(r/2) + f(n/2)]* = 4] f(n/2)]

und fiir Fermionen gilt

P=|f(r/2) = f(x/2)] =0
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