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1 Parameterabhingige Integrale

1 Parameterabhangige Integrale
1.1 Aufgabe 1:

o Fl(z) = 1]Tcozs(t:lc)dt F'(z)=— lft x sin(tx)dt

o J(z) = —1 [ sintxsin(xxsint—nt)dt Jll(z) = =L [ sin*txcos(x*sint—nt)dt

C—y
O —x

= 2% x cos(2?) * 22

o F'(z) = [ Ztxsin(x?)dt = [ 2ztcos(z?)dt = 2zcos(x?) x 312

o F'(z) 8@ f(2x2 + 3t)dt = %(2$2t + %tz) — Atz

xr

o F'(z) = [2 (20 + 3t)dt = [4dzdt = 4zt

T

1.2 Aufgabe 2:
h(z)
e Annahme war: F(z,g(z),h(z)) :== [ f(z,y)dy ist stetig differenzierbar.
9(z)
= fF(z,9(z),h(z)) =
S F (2, g(x), h(z)) + L F(w,g(2), h(2)) * ¢'(x) + F F(, g(x), h(x)) = ()

2

o ['(x) = [(2k % t* % cos(2xt?))dt + 2 * x x k * sin(22°) — 0
1

e Da die beiden Integrationsgrenzen gleich sind, fallt natiirlich der erste Faktor der
Leibnizformel weg. Da h'(xz) = ¢'(x) = 2 x x sind, heben sich die beiden letzten
Terme der Leibnizformel auf, und man erhilt wie erwartet 0 als Ergebnis.



2 Kurven

2 Kurven

2.1 Aufgabe 1:
o ¢(t) = (r(1 — cost),r * sint)T

fe(t)]| = 74/(1 = cost)? + sint = 2 % x sink
2w

L(&) =2r [ sinkdt = 8r
0

2.2 Aufgabe 2:

e Bedingungen fiir horizontale Tangente:
a) c(z,y) = 2% —xy +y° =2
b)0x(c(x,y)) =2 —y=0
)Oy(c(z,y)) = —z+2y #0
Setzt man b) in a) ein, erhélt man: (z1,y1) \[, 2 % \[ und

x27y2 \/;7 2*\/>

Nun wére noch Bedingung c) zu priifen.

e Bedingungen fiir vertikale Tangente:
a) c(z,y) = 2° —xy +y° =2
b0 (cl,y)) = 20—y £ 0
00, (clw,y)) =~z + 2y = 0
Setzt man b) in a) ein, erhdlt man: (z1,y1) = (2 * \/5, \/g) und

(z2,92) = 2*\/7, \[

Nun wire noch Bedingung c¢) zu priifen.



3 Kurvenintegrale

e Bedingungen fiir horizontale Tangente:
a) c(z,y) =23 -3y +9y3=0
)0 (c(z,y)) =322 -3y =0
c)dy(c(x,y)) = —3y* — 3z # 0
Setzt man b) in a) ein, erhilt man: (z1,y1) = (0,0) und (x9,y2) = (2, V4)
Nun wire noch Bedingung ¢) zu priifen.

e Bedingungen fiir vertikale Tangente:
a) c(z,y) =23 -3y +9y3=0
b)0s(c(x,y)) = 32* — 3y #
¢)0y(c(x,y)) = —3y* =32 =0
Setzt man b) in a) ein, erhilt man: (z1,y1) = (0,0) und (x9,y2) = (V4, v/2)
Nun wire noch Bedingung ¢) zu priifen.

e Bedingungen fiir singuldre Punkte:
a) c(z,y) =23 -3y +y> =0
b)0y(c(z,y)) =322 -3y =0
¢)0y(c(x,y)) = —3y* =32 =0
Setzt man die Bedingungen ineinander ein, erhélt man als singuléren Punkt:
(xlv yl) = (07 0)

3 Kurvenintegrale

3.1 Aufgabe 1:

l
Or—Achse = | p* 1 (tsina)?dt = %pl:}sinza
0

3.2 Aufgabe 2:

@(2)d% = [ < (147 *sint,0)T, (—r % sint, r * cost)T > dt =

™

(—rsint — r2sin’t)dt = —m x 12

SR R

3.3 Aufgabe 3:

2
ff(:?:’)da_:' = bf < (—sint, cost)?, (—sint, cost)’ > dt =

—

Das Vektorfeld f(z,y) ist also nicht wirbelfrei, besitzt folglich auch kein Potential und ist
damit auch nicht konservativ. Somit ist das Kurvenintegral auch nicht wegunabhéngig.



3 Kurvenintegrale

3.4 Aufgabe 4:

Notwendige Bedingung im R3 : rotK (Z) = 0
Hier: rot K (Z) = (0,0, —2), somit existiert kein Potential fiir K (%)
fK VAT =

f < (3% (1 + cos2t + sin2t, 3 * sin2t — 1 — cos2t, sint)T, (—sin2t, cos2t, cost)T > dt =

27r 27

[ (=3sin®2t — Leos?2t — Scos2t)dt = [(—3 — Lcos2t)dt = —7
0 0

Parametrisieren durch ¢&(¢ ) —d+tlb—a), 0<t<l1
c1(t) = (1,0,0)T —I—t*( ,0, )T

- [K(Z dx—f< —t,—14+t,)T, (=1,0,1)Tdt =0
c1

ca(t) = (0,0,1)T —l—t*(OO -2)T

- [ K (& dx—f< (0,0,1 —2t)T,(0,0,-2)Tdt = 0
c2

es(t) = (0,0, —1) +t*(1,0,1)7
da;_f <(t,—~t,—1+)T, (1,0,1)Tdt =0

Nl

f
I

3.5 Aufgabe 5:

a) Mit g—‘; = v1 = y * z folgt durch Integration bzgl. der Variablen x:
(@) =xxy*z+c(y, 2).
Setzt man dles nun weiter ein, erhélt man:
%5 = vy + xz =xz+ %
— o(y,2) = %w(z) = (@) = zry* 2+ G +d(z)
Dies in die 3. Bedingung eingesetzt ergibt:
gﬁ :vgzy*(:c+z) ::cy+yz+gz
2
— 8 4 —0—d=C=const. > o(7) =azyz + & +C



3 Kurvenintegrale

b)

e 7, besitzt genau dann ein Potential, wenn die Rotation=0 ist:
rott, = (r — x,y — py, 2 — pz) = 0 — p muss der Bedingung p=1 geniigen!

e Das Potential lisst sich auch einfach raten, jedoch muss man dann beweisen, dass
es auch wirklich ein Potential ist:
Annahme: Das Potential sei: f(x,v,2) = zyz + 2% — y?
Beweis:
gradf (z,y,2) = (yz + 2z, 22 — 2y, zy)T =¥
Somit ist f(x,y,z) ein Potential von

1
o [U,(D)di = [ < (pt3 +2t,t3 —2t,t)T (1,1,20)T > dt =
c 0

374 _ pt3
(p+3)t3dt = 3=

O —r

3.6 Aufgabe 6:
o rotK(fF) =0 V7

o §K(F)dF=0 V&

Es existiert ein U, fiir das gilt: K (7) = —gradU ()

o rotK(7) =0

Wegintegral entlang eines Kreises — Polarkoordinaten
T((P) =To* (COS()O7 singp, O)Ta wE [07 27‘—]
" = 1o x (—sing, cosp,0)T

(v)) = % % (—7g * sing, ro * cosp,0)1 = % % €,

2T 2T
(F)dr = ({ K(F(cp))g—;dgp = gﬂ oo x Gk 8y xrodip =

:Tﬂ*gw

1P

!

(

<

l

=
S
Il
N
3

Sy e =

3.7 Aufgabe 7:

Orva(w,y) = Oz( * (2® +9%)%) = (2% + ) + 202%(2® + y?)*!
Opvi(w,y) = Oy (—ya(z? +y°)*) = —(2? + y*)* — 20y°(2? + )~

0= Orva(@,y) — Bovi(@,y) = 2% (2% + y*)* + 2x ax (2% +1°)* =

2% (22 + yH)%* (1 + ).

Somit ist die Integrabilitdtsbedingung genau dann erfiillt, wenn o = —1.



3 Kurvenintegrale

3.8 Aufgabe 8:
27
Die Masse M ist: [ pdl = [ y/3(1 — cost)|[c(t)||dt =
c 0
2w
J sin%dt =4
0

Die y-Koordinate des Schwerpunktes ist aus Symmetriegriinden 0. Fiir die x-Koordinate
erhélt man:

2
Sy = ﬁ [:Bf(x,y)dl = ﬁ of c1(t) * sin(%)dt =
27
1 [ cost * sin(L)dt =
0
27

3.9 Aufgabe 9:

Zunéchst berechnet man die Rotation:

rotf: 0

Also besitzt f(Z) ein Potential ¢(Z).

Aus ?Ta; =fi= 2%‘” + sinz folgt durch Integration beziiglich der Variablen x:

(%) = y*In(r?) + xsinz + c(y, z) mit einer unbekannten funktion c(y, z). Dies setzt man
nun in fo ein und erhélt:

. 2
%:fgzln(TQ)—l-%—l—Z*@y

—>ln(r2)+2%2+g—; :ln(r2)+2r%2+z*ey

und somit erhélt man: c(y, z) = z x eV + d(z)

Dies setzt man nun in die 3. Bedingung ein und erhélt:
g—f = %+x*cosz+ey+d’(z) = 27;1’—2“3+ey+x*cosz

Damit ist d'(z) =0 — d(z) = C = const.

Somit lautet das gesuchte Potential: (%) = y * In(r?) + z * sinz + z* e¥ + C



