Ferienkurs der TU Miinchen- - Analysis 2

Funktionen in mehreren Variablen
Losung

Jonas J. Funke

30.08.2010 - 03.09.2010



1 WARM UP - PARTIELLES DIFFERENZIEREN 2

1 Warm up - partielles Differenzieren

Aufgabe 1 (Potentialkasten). Zeigen Sie, dass die Wellenfunktion ¥ : R® —
R

U(z,y,z) = sin(mn,) - sin(rn,y) - sin(rn,z) mitn,, n,, n, € N\ {0}
die Schrodingergleichung fiir den 3-dimensionalen Potentialkasten 16st:

2
—;—mA\IJ(I',y’Z) = E\I[(xvya Z)

und berechnen Sie die méglichen Energieniveaus E,,, , n. -

Loesung 1. Wir leiten ¥ zweimal nach z ab und erhalten:

2
—U(z,y,2) = —w°n2 -sin(mn,x) - sin(mn,y) - sin(rn,2) = —7w’n2 - ¥(x,y, 2)

Ox?
Analog folgt W, (z,y, 2) = —m*n2¥(z,y, z) und ¥ (z,y, 2) = —m°n2¥(z,y, 2).
Dies setzen wir in die gegeben Schrodingergleichung ein und erhalten:

B2 9 92 ST
_% <@ * 3_92 * @) \Ij<x’ Y, Z) - 2m <nx+ny+nz) = Enzv”yv”zg](x’ Y, Z)

h27?
2m

Aufgabe 2 (Wellengleichung). Sei f, g : R — R zweimal differenzierbar und
¢ > 0. Zeigen Sie, dass die Funktion (¢, x) : R?* = R,

U(t,x) = f(x —ct) + gz + ct)

= Enz,ny,nz = (ni + ng2/ + nz)

die Wellengleichung
OFV(t,x) = CO>V(t, )
erfiillt.
Loesung 2. Wir fithren zunéchst die neuen Variablen
u(z,t) =x —ct
v(x,t) =z +ct
Nun berechnen wir die partielle Ableitung nach ¢:

ou ov ou ov

aqu(x’t) - at(fu(u) E +gv('U) E ) - _Cfuu(u)a_‘_cgvv(loa = 02 (fuu + gvv)
>~ >~

Nun nach z:
Dies setzt man in die Wellengleichung ein und verifiziert so die Losung.
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Aufgabe 3 (Richtungsableitung). Gegeben ist

fen = i wd = (3) )

Bestimme die Richtungsableitung in xq in Richtung v; = (3,4)7 und vy =
(1, -1)T.
Wie gross ist die maximale und minimale Steigung?

Loesung 3. Mit

v = (1) 2)
folgt vy - Achtung normieren! - :
1 3 -1 1
das:2= s (1) (1) =5 @
und analog
1 1 —1 3
102 = 35 (1) (V) =5 )

Der Gradient zeigt in Richtung des groessten Anstiegs und die maximale
Steigung ist daher

1|l V5 )
==
5 2
Entsprechend ist die minimale Steigung —*/75

2 Taylorentwicklung

Aufgabe 4 (Taylorentwicklung). Gegeben sei eine dreimal stetig differen-
zierbare Funktion ¥(x),x € R?, die im Ursprung einen kritischen Punkt hat.
AuBlerdem gilt:

U(0)=n RU0)=2 9?V(0)=4 5,¥(0)=0 (6)
Wie lautet die Taylorentwicklung bis zur zweiten Ordnung in 0 € R?
Loesung 4.

m(X):w<o>+grad‘I’<_,°>'<§>*é“‘y) (3 S) <§)+Rg(x’y) ™)

=7+ 22 + 3 + Ry(z,y)
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Aufgabe 5 (Taylorentwicklung). Gegeben sei eine viermal stetig differen-
zierbare Funktion f(x),x € R2. Es gilt:

f(0)=2 0,f(0)f(0) =—3 0,0,/(0)
02f(0) =1 020,f(0) = 9,0,0,f(0) =5 02f(0)

S ®

Alle nicht angegeben Ableitungen verschwinden.
Wie lautet die Taylorentwicklung bis zur dritten Ordnung in 0 € R?

Loesung 5.
0. Ordnung =2 (9)
1. Ordnung = — 3z (10)
2. Ordnung =2zy + %2 (11)
3. Ordnung :5% + 6%—? (12)
| (13)

Also f(z,y) :2—35E+2:py+§5x;—y+y3

3 Extremwertberechnung

Aufgabe 6. Bestimmen Sie die kritischen Punkte der Funktion f : R? — R
und chrakterisieren Sie diese.

f(z,y) = 2* — 122y + 8y°

32?2 — 12y
V= (—mx + 24y2) =0
I 32> —12y=0
IT — 120+ 24 =0 < o = 2)°

Loesung 6.

ITin I:
O:y(yS—l) g (3/1 = 0,24 :O) vV (3/2 =1,2 22)
Die Punkte P;(0,0) und P,(2, 1) sind stationére, bzw. kritische Punkte.

6x —12
det(Hs(x)) = det (_12 48y) = 288xy — 122
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Es ergibt sich:
Py(0,0) : det(H((0,0)) = —122 < 0 = Sattelpunkt
P5(2,1) s det(Hs(2,1)) >0 mit f,,(2,1) =12 > 0 = lokalesMinimun

Aufgabe 7. Bestimmen sie lokale Maxima, Minima und Sattelpunkte fol-
gender Funktionen:

(a)
f(z,y) = 3oy* + 42° — 3y* — 1227 + 1

(b)
flay) =@ +y?) e

Loesung 7. (a) Es ergeben sich vier kritische Punkte:

1,2): det Hy = —144 < 0 = Sattelpunkt

1,—2): det Hy = —144 < 0 = Sattelpunkt

0, det Hy = 144 > 0 und f,; = —24 < 0 = lokales Maximum
2

(
(
(0,0):

(2,0): det Hy = 144 > 0 und f,, = 24 < 0 = lokales Minimum

Y

(b) Es ergeben sich zwei kritische Punkte:

(2,0): det Hy = —4 - e=* < 0 = Sattelpunkt
(0,0): det Hf =4 > 0 und f,; =2 > 0 = lokales Minimum

4 Extremwertberechnung mit NB
Aufgabe 8. Gegeben ist
flz,y,2) = —y+=z2 (14)
und die Menge
M ={(z,y,2) €R, 2°+3*+22* =2} (15)

Bestimmen Sie Maxima und Minima der Funktion f, die auf die Menge M
beschrénkt ist.
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Loesung 8. Die Lagrange-Funktion lautet:
Lxy,z,\)=v—y+z+ X (2®+y*+22°-2) (16)

Wie l6sen das Gleichungssystem:

—1
0,2 =14+2zA=0 & T= oy (17)
1
0L =—-14+2yA=0 & U=y (18)
—1
0.4 =1+422=0 & z=— (19)
4\
—1
WL =2+ +22-2=0 & T= gy (20)
(21)
Wir setzen Gleichung in die letzte Gleichung ein und erhalten:
R S
ANT 0 4N2 0 T16A
v 22)

Das Maximum liegt bei \%(2, —2,1), das Minimum bei \%(—2, 2,-1)

Aufgabe 9. Gegeben ist die Ellipse % —|— y < 1 mit a,b > 0. Gesucht ist ein
achsenparalleles Rechteck innerhalb d1ese Elhpse mit maximalem Flaechen-
inhalt. Benutzen Sie die Lagrange-Methode.

Loesung 9. Der Flaecheninhalt eines Rechtecks ist durch A(z,y) = 2z 2y
gegeben. Die Lagrange-Funktion lautet:

2 P
g(sc,y,)\):élxy—i-)\(?—i-b—Q—l) (23)

Man erhaelt das folgende Gleichungssystem:
2z

8.,2’—4y+—:0 (24)
2y/\

0, = 4w+ =0 (25)
2 2

hZ="12 1-90 (26)

a b2
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Aus den ersten beiden Gleichungen folgt:

2?2

2 (27)
Zusammen mit der letzten Gleichung (und unter Vernachlaessigung negativen
Loesung) erhaelt man:

r=—— = — (28)

5 Implizite Funktionen

Aufgabe 10 (Aufloesbarkeit). Gegeben ist die implizite Gleichung f(z,y, z) =
¢ (mit f stetig partiell differenzierbar und ¢ = const € R) und ein Punkt
(9507 Yo, Zo)-

Was muss ueberprueft werden, um zu zeigen, dass sich die implizite Gleichung
lokal in (z9, o, 20) nach y = g(x, z) aufloesen laesst?

O f(xo,%0,20) =0
O f(zo,Y0,20) # 0
O f(zo,v0,20) =c
O f(zo, Y0, 20) # €
O Oxf(20,Y0,20) =0
O Oy f(xo,Y0,20) =0
0 0.f(zo,Yo0,20) =0
O 0xf (%0, Yo, 20) # 0
O 0yf (20,90, 20) # 0
0 0.f(zo,Yo0,20) # 0

Geben sie den Gradienten gradg(xo, yo) an.
Loesung 10. Es muss gelten:

X f(xo, Yo, 20) = ¢ (der Punkt erfuellt die implizite Gleichung)

X ayf(x()?yOaZO) 7£ 0
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Man erhaelt:
029(x0, 20) — )
grady(zo, yo) = ( SN > = Y Fzo ozt 29
S o ) " \-aRE)

Aufgabe 11 (Implizite Funktionen). Gegeben ist die implizite Gleichung
f(z,y,2) = #* — fay? — Ly*=0. Ist diese Gleichung lokal an (—3,1) nach
y = g(x) aufloesbar? Geben Sie evtl. die Ableitung §'(—31) an.

Loesung 11. Wir ueberpruefen:

1 1 1 1
fleg)=g+7-5=0V (30)
1 3
ayf(_§7 1) =—ay—2y° = 3 v (31)

= aufloesbar nach y = g(z) in (—1,1). Nun die Ableitung:

2

1 2r — L
fi(—=) = ————2 =1 32

z=—1/2,y=1

Aufgabe 12 (Implizite Funktionen). (a) Gegeben ist f(z,y,2) =z —y" +
23 — 222 — 1 = 0. Zeigen Sie, dass sich diese Gleichung im Punkt
(1,0,1) lokal nach z = g(x,y) aufloesen laesst. Geben Sie ausserdem

die Taylorentwichlung in (1,0, 1) bis zur ersten Ordnung an.

(b) Gegeben ist die Gleichung:

1
flz,y) = gy*(a* +1) = 2y2” =2y = 0 (33)
Bestimme den Bereich U C R, in dem sich die implizite Gleichung lokal
nach y = g(z) laesst.

(c) Gegeben ist

2z

flz,y,2) =1—2z4+e€ " cos(z —y) =0 (34)

Zeigen Sie, dass sich f in der Umgebung von (7,0,0) nach z = g(x,y)
aufloesen laesst. Berechnen Sie gradg(m,0) und geben sie die Taylor-
entwicklung von ¢ bis zur ersten Ordnung an.

Bestimmen Sie weiterhin einen Normalenvektor der Tangentialebene an
(7,0,0), die durch f(x,y,z) = 0 definiert ist.
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Loesung 12. (a) Aus:

f(1,0,1)=14+1-1-1=0 v (35)
9.f(1,0,1) = 32> — 2®|101y =2#0 V (36)

folgt die lokale Aufloesbarkeit in (1,0,1) nach z = g(x,y). Mit

O, f 1—2xz 1
9:9(1,0) = — ) = Tsa_ g2 5 (37)
(1,0,1) (1,0,1)
Oy f —Ty°
9,9(1,0) = — =~ =—— =0
yg( ’ ) 8zf 322 _ .1'2 (38)
(1,0,1) (1,0,1)
ergibt sich:
x—1
g(x,y) = ¢(1,0) +-gradg(1,0) - ( - 0)
—_— Y
—1
g (z). (0 (39)
0 Yy
=1+ 1 (x —1)

(b) Es muss gelten:

1 1
f(xo,0) = Eyé(:cﬁ +1) — 2ypzy — 290 = (2* + 1) (z¢° — 2y) =0
N——

2
£0
(40)
0y f(z0,50) = yo(xg + 1) — 225 — 2 = (2 + 1) (y — 2) # 0 (41)
Aus [0 folgt:
xo € R beliebig, yo=0 oder y,=4 (42)

Aus [4] folgt lediglich:

zo € R beliebig, yo # —2 (43)
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(c) Man findet:

f(m,0,0)=1+cos(m)=1—-1=0 v (44)
9, f(m,0,0) = -1 —2cos(r) =1 £0 v (45)

= aufloesbar nach z = g(x),y in (7,0,0). Nun die Ableitungen:
—e % sin(x — y)

0,9(m,0,0) = — ]

=0 (46)

,0,0

8,9(m,0,0) =0 (47)

= gradg(m,0) = (0,0)T.
Die Taylorentwicklung bis zur 1. Ordnung lautet also:

z%0+(0,0)-($;7r):0 (48)

Die z = 0-Ebene ist die x — y—Ebene mit Normalenvektor (0,0, 1)
Alternativ erinnert man sich, dass der Gradient senkrecht auf allen
Niveauflaechen steh. Da f(z,y, z) = 0 eine Niveauflaeche darstellt, be-
rechnet man den Normalenvektor wie folgt:

—e?% sin(zy — yo) 0 0
gradf(m,0,0) = e?*0 sin(zy — yo) =10 |oc|0] (49)
—1 —2e72% cos(xg — yo) -3 1

6 Weitere Aufgaben

Aufgabe 13 (Taylorentwicklung). Gegeben ist f : R? — R mit f(x,y) =
sin(x + y)

(a) Entwickeln Sie die Funktion f bis zur zweiten Ordnung um (7, 7).
(b) Entwickeln Sie die Funktion f bis zur dritten Ordnung um (0, 0).
(c) Wie lautet die Hesse-Matrix von f am Punkt (—m/4, —7/4)?

Sei nun ¢ : R3 — R mit g(z,y,2) = f(z,y + 2)

(d) Entwickeln Sie die Funktion g bis zur ersten Ordnung um (0, 0,0).

(e) Wie viel Polynome dritter Ordnung hat die Taylorentwicklung bis zur
dritten Ordnung von g um (0,0,0,)?
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(f) Wie lautet die Hesse-Matrix von g am Punkt (0,0, 27).

Loesung 13. (a) Mit

f(m,m) =0 (50)

Opf(m,m) =0y f(m,m) =1 (51)

O f(m, ) = 8§f(7r,7r) = 0,0, f(m,m) =0 (52)
folgt

fley)=(@—-m)+(y—7)=a+y—2r (53)

(b) Entwickeln Sie die Funktion f bis zur dritten Ordnung um (0, 0).

Mit

f£(0,0)=0 (54)

9:f(0,0) =9, f(0,0) = (55)

a:%f(oa 0) = a;f(oa 0) = axyf(oa O) =0 (56)

agf(ov 0) = an(O, 0) = axzyf<07 O) = amyyf(()? 0) =0 (57)

(58)

folgt 1. 1., 1 1
flz,y) =2 +y— gﬁs - 693 - §$2?J - §xy2 (59)

(c) Wie lautet die Hesse-Matrix von f am Punkt (—m/4, —7/4).

Hy(=s/a =m0 = (1 1) (60)
Sei nun ¢ : R? — R mit g(z,y,2) = f(z,y + 2)

(d) Entwickeln Sie die Funktion g bis zur ersten Ordnung um (0,0, 0).
Mit g(z,y, z) = sin(z + y + z) folgt:

g(ry,2)mx+y+=z (61)

(e) Wie viel Polynome dritter Ordnung hat die Taylorentwicklung bis zur
dritten Ordnung von g um (0,0,0,)?
Es gibt folgende Terme:

32, 28 2y, Pz i, vt e, 2P, 2Py, ayz = 10 Terme (62)
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(f) Wie lautet die Hesse-Matrix von g am Punkt (0,0, 27). Man erhaelt:

000
Hi=10 00 (63)
000
Aufgabe 14 (Gelichungssystem). Sei
filt e, y) =1n(z) +y*t —4 (64)
folt,z,y) = 2* + yt* + 12 (65)

fuer t,z,y € R & > 0. Im Punkt P = (1,1, —2) gilt f1(P) = fo(P)=0

(a) Die Gleichung fi(¢,x,y) = 0 kann offensichtlich nach lokal um P nach y
aufgeloest werden. Man erhaelt die Funktion (z,x) — ¢(¢, x). Berech-
nen Sie grady(1,1)

(b) Der Punkt P ist Loesung des Gleichungssytstems :
filt,,y) = 0 (66)
fat,z,y) =0 (67)

Dies soll in der Umgebung von P lokal nach x und y aufgeloest werden.
Die invertierbarkeit welcher Matrix muss dazu ueberprueft werden?
Loesung 14. (a) Man erhaelt :

_ ot
gradj(1,1) = | 4 | = ( ) (68)
0y f
(b) Es muss gelten:

_O0(fi, fo)  (0:f1 Oyf1\ (1 —4
M= ey T <a$f2 8yf2) N (2 1) (69)

Aufgabe 15 (Zweite Ableitung). Gegeben sei f : R? — R, (x,y) — f(z,y) =
0 eine implizite Funktion, die nach y = g(z) aufloesbar ist. Die Ableitung ist
gegeben durch:

O f

/
Jg(x)=—==(x,9(x 70
(z) 9, f( (x)) (70)
Zeigen Sie, dass die zweite Ableitung ¢” durch:

L (e, 20uf Ougf 8§f(axf)2)
5,7 (aff of (0,07

= =

g"(x) = (71)

gegeben ist.
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Loesung 15. Ausgehend von:

d

= e 2
flwg()) =0 ‘ N ()
Lt g() = L0 =0 =0,f +0,f D (73)

dx AN Cdx " 9 9xd
(74)

differenzieren wir erneut total nach z:

0=0.f+0,f 0 i
e 9] %= dz
(75)

0= 02f + Ougf 029+ Ougf 00g+ Ogf 0og+ (05 f 009+ Ouf Ogag) Oug (T6)
=0

= 00f + 20ugf 009 + 0,f 039 + 0, f (029)° (77)

Nach 9?¢ aufloesen und fuer 9,9 die Definition aus der Aufgabe einsetzen
ergibt:

g —_
Oy f Oy f (0y.f)
Aufgabe 16. Gegeben ist die Funktion f : R? — R:
f) = [Ix||* — aljx||* + 2} mita € R\ {0}

Berechnen Sie die kritischen Punkte und charakterisieren Sie diese in Abhéngigkeit
von a.

Loesung 16. Stationire Punkte:

(2z((2*+yH) —a+ 1)\
Vf—( 2(2(x* + %) — a) )‘0

e Fall 1: xlz()/\yl:O

e Fall 2: 2y =0 A (223 4+ y2) —a)=0

@w:i\/g;»fm
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e Fall 3: (2(234+y3)—a+1)=0Ay=0

=[S = fir

o Fall 4: (2(23+y3) —a+1)=0A (2(z2 +y3) — a) = 0 = keine Losung
Fiir die Hessematrix ergibt sich:

2(62% +2y* —a +1) 8xy
8xy 2(22% + 6y* — a)

Charakterisierung der stationdren Punkte:

e Tall 1: @ beliebig = P;(0,0)

>0 fir a>1 (mit f,.<0) (lokalesMaximum)
det(H;(0,0)) =4a(a—1)< =0 fir a=1 (mit f,,=0) (sicheFall4)
<0 fir 0<a<1l (mit fo>0) (Sattelpunkt)

° Fall2:a>0:>P2(O,j:\/g)/\P1:

det(H (0, j:\/g)) =8a >0 mit f,, > 0ist P, ein lokales Minimum

° Fall3:a>1:>P3(:|:,/%,0)/\P2/\P1

a—1

det(H (£ ,0))=8(1—-a) <0

efalld:a=1= P AP
Problem: det(H(0,0)) = 0 = keine Aussage

Um trotzdem zu testen um welche Art von stationdren Punkt es sich
handelt, betrachten wir f(z,y) — f(0,0) in der Nédhe von (0,0):

X = (6 09S<¢>) mit e hinreichend klein
esin(¢)
A = f(ecos(¢), esin(¢)) — f(0,0) = €(e =1 4 cos(¢))
[0,—2]

Fiir ¢ = 0 folgt A > 0 und fiir ¢ = 7w ist A < 0, d.h fiir a = 1 ist (0,0)
ein Sattelpunkt Zusammen:



6 WEITERE AUFGABEN 15

a < 0: P1(0,0) Minimum

0 <a<1: P(0,0) Sattelpunkt, P,(0,%,/%) Minimum

a=1: P(0,0) Sattelpunkt, P(0, /%) Minimum
a > 1: Py(0,0) Maximum, P(0, /%) Minimum, Ps(£4/%*,0) Sattelpunkt
Aufgabe 17. Gegeben ist die Funktion

f(z,y) = sin(z) sin(y)

Diskutieren Sie f(z,y) (Periodizitat, Nullstellen) und bestimmen Sie lokale
Minima, lokale Maxima und Sattelpunkte. (Betrachten Sie zuerst die Peri-
odizitdt und schrinken Sie so den zu untersuchenden Bereich ein.)

Loesung 17. Da sin(z) 2w-periodisch ist gilt:

f(ZL'—FQﬂ',y) :f(l',y) :f<l',y—|—27r)

Es reicht also den Breich 0 < x < 27 und 0 < y < 27 zu untersuchen.
Nullstellen: 0 = sin(x) sin(y)

=z=ntVy=mnr nm=0,1,..

Kritische Punkte:

Fall 1: sin(y) = 0 Asin(z) =0
sSr=krNy=Ir< P(knr,ln)
Fall 2: cos(y) = 0 A cos(z) =0

v ™ ™ ™
(:):r:§—|—m7r/\y=§+n7r4:>P2(§+m7r,§+mr)

Charakterisierung der kritischen Punkte:

[ —sin(z)sin(y) cos(z)cos(y) \ ., \o  cos(u)?
det Hy(z,y) = < cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)> = sin(z) )
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(z,y) | det Hf(:l:,y) foa(2,9) Typ

(0,0) -1 Sattelpunkt
(7, 0) -1 Sattelpunkt

(0, ) 1 Sattelpunkt
(7, 7) —1 Sattelpunkt
(57 g) 1 -1 lokales Maximum
(37” , g) 1 1 lokales Minimum
(3, 377’) 1 1 lokales Minimum
(377r 7 37’7) 1 -1 lokales Maximum
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