Losungen zu

Kapitel 2
14 2 1
012 —1]. . :
Aufgabe 1: (a) A = 00 1 -3 ist obere Dreiecksmatrix. Daher
000 —1

kann man das charakteristische Polynom x4(A) = det(A — AEj)
ganz einfach berechnen als Produkt der Diagonalelemente

Xa(h) = (1= 2°(=1-\)

Die Eigenwerte von A sind daher A\; = 1 mit algebraischer Viel-
fachheit oy = 3 und Ay = —1 mit ay = 1.

Wegen 75 < ag = 1 gibt es 1 JORDANkéstchen der Grofle 1 zum
Eigenwert Ao = —1. Der dazugehorige Eigenvektor v liegt im Ei-
genraum &£(—1) = ker(A + E4). Das GAussverfahren liefert

2 4 2 1 121 3
02 2 -1 011 -3
AFEi=19 02 3| oo 1 -3
000 O 000 O
100 0
010 1
001 -3
000 O
Man liest ab
0 0
g-n=cl|F|=c|?
3 3
1 2

und wiihlt als Eigenvektor etwa vo = (0, -2, 3, 2).

Uber die GréBe und Anzahl der JORDANDlGcke zum Eigenwert A =
1 kann vorerst keine Aussage gemacht werden. Man bestimmt daher
zunédchst den Eigenraum £(1).

0 4 2 1 040 2
00 2 —1 002 0
A=Ei=10 00 —3[~|o 0o 0 -1
000 —2 000 O



woraus man sofort sieht

£1)=C

o O O

Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 1 ist daher v; = 1,
ein Eigenvektor ist v; = (1,0,0,0). Es gibt also 1 JOorDANkéstchen
der Léange 3 zu A;.
Man benétigt daher zur Angabe der Transformationsmatrix noch
einen Hauptvektor 1. und 2. Stufe, welche sich durch Losen folgen-
der Gleichungssysteme ergeben.

(a) Hauptvektor 1. Stufe

(A - E)nY =,

042 1]1 040 2|1
002 —1/0 002 0|0
000 -3/0]71000T1/0
000 —2|0 00000

Das Gleichungssystem hat den Losungsraum C

O O O
+
S ORI O

Man wihle z.B. h{") = (0,1,0,0).
(b) Hauptvektor 2. Stufe

(A= Eh{? = h{"

042 110 040 2|-%
002 —1|2 00201
000 —3]0 000 1[0
000 —2/0 000O0|O0
1 0
0 _1
mit dem Lésungsraum C ol T 16
8
0 0
Wihle zB. h{¥) = (0, -4, 1,0).
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Dann gilt A = TJT~! mit

1 0 0 0
o L L 2
— 1 2 —
T—(v1 h{" p® UQ)— 00 1% 3
0 0 O 2
110 0
011 0
/= 001 0
000 -1
Das Matrixexponential von J berechnet man nach der Regel fiir
Blockmatrizen
tJ1
tJ _ (€
()
Dabei ist
1 ¢t £ et tel Let
G BN _ N _ ot 01 T =0 & i
0 1 0 0 ¢
und
etJQ — (eft)
also
et tet %et 0
o — 0 et tet 0
0 0 € 0
0 0 0 et
233 1 8
027 2 8
(b) (x) B=]0 0 2 5 4 | ist wieder in oberer Dreiecksgestalt.
000 -1 —4

000 0 -1
Das charakteristische Polynom ist

XB(A) = det(B = AE5) = (2= A\)*(—1 — ))?

B hat also die Eigenwerte Ay = 2 mit a3 = 3 und Ay = —1 mit
a9 — 2.



Der Eigenraum &(2) = ker(B — 2E5) ergibt sich aus

033 1 8 033 18
00T 28 007 2 8
B-2Bs=|0 00 5 4]~
0 00 5 4
0 00 -3 —4 0000 0
000 O 3
0 -1 0 0 O
0 0 -1 0 O
~10 0 0 -1 0
o 0 o0 0 -1
0O 0 o0 0 O
1
0
und ist £(2) =C | 0
0
0

Es folgt 71 = 1 und ein Eigenvektor v; = (1,0,0,0,0). Damit gibt
es 1 JoOrRDANDblock zum Eigenwert A\ der Grofle 3. Berechne nun
Hauptvektor 1. Stufe aus (B — 2E5)hg1) = v1:

0 3 3 1 8 |1 0 3 0 0 O0f1
0 0 7 2 8 |0 0 01 0 0}0
0 00 5 4 10 |~ 00 01 O0]0
0 00 =3 —410 000 010
0 00 0 =30 0 00 0 O0}O0
1 0
o |3
mit Losungsraum C | 0 | + | 0 |. Wéihle daher hgl) = (0, %, 0,0,0).
0 0
0 0
Hauptvektor 2. Stufe: (B — 2E5)h§2) = hgl).

033 1 8]0 03300|0
007 2 8|3 00700|3
000 5 40 |~]00010|0
000 -3 —4|0 0000 1[0
000 0 -3|0 0000O0|O
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1 0
0 _1
21
Losungsraum C | 0 | + % Wihle hgz) ( ,—%,%,0,0)
0 0
0 0
Nun zum Eigenraum £(—1) = ker(B + Ej).
3 3 31 8 30 -4 -1 0
0 3 72 8 03 7 2 0
B+E;=|0 035 4|~]00 3 5 0
0000 —4 00 0 0 -1
0000 O 00 0 0 O
—1r —17
AN
Damit £(—-1) = C| =2 | = C | —15|. Es folgt sofort 7, = 1 und
1 9
0 0
vy = (—17,29,—-15,9,0) ist Eigenvektor. Es gibt also 1 JOrRDANDblock

der Grofle 2 zu Ag.
Finde Hauptvektor 1. Stufe: (B + E5)h( ) =

()
33318—17 3331 011
03 7 2 0 3 7 2 0|47
00 35 —15 0035 0|6
0000 — 0000 —4|9
0000 0000 O]0O
—17 —-18
29 &
mit Lésungenin C | —15 |+ ] —2 .Wéihlehél) (— 8,631,—,0,—%),
9 0
0 )\
Damit ist B = SJS™! mit
1 0 0 —17 —18
0 3 —% 29 &
S=(or BV AP v W) =l0 0 S —15 2
00 0 9 0
00 0 0o -3
210 0 0
021 0 0
J=l0 02 0 o0
000 -1 1
000 0 -1



Das Matrixexponential ist

tJ
ot — et
- etJQ

mit
2
1t 5
etJ1 — et(2E3+N1) — 62t€tN1 — e?t 0 1 n
0 0 1
und
etJQ — et(fE2+N2) — eftetNQ — eft 11
0 1
also
2
€2t tth %GQt
€2t t€2t
tJ — eZt
et tet
6_t

(b) Es handelt sich um ein System 1. Ordnung mit A € R2*2. Daher
ist der Losungsraum 2-dimensional.

(c) Die AWA ¢ = Ay, y(0) = v = (1,0) hat die eindeutige Losung
y(t) = e"y(0).
A ist symmetrisch (A7 = A). Daher existiert eine ONB aus Eigen-
vektoren, sodass A = ODO” mit D = diag(\1, \2). Die Eigenwerte
von A ergeben sich aus

Aufgabe 2: (a) A= ( 11 _11>

xa(\) =det(A—AEy) =(1-XN?—1=XAXA-2)=0
und sind A\; =0 (a3 = 1) und A2 =2 (a2 = 1).

Die Eigenrédume sind £(0) = ker(A4) = C und £(2) = ker(A —

2F,) =C <11).

Normierte Eigenvektoren sind daher v; = % <1> und vy = % <_11>

1

Setze O = (v1 ’1)2) = % (1 _11> ,dannist O~! = 0T = \% (_11 1)

und es gilt
_ o (0 0\,
A—O<0 2>O
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Das Matrixexponential ist damit

0
i 0\ o 1/1 —1\(1 0\/1 1
¢ _O<0 e2f>0 _2<1 1><0 e2)\-1 1

114 1—e*
- 5 1— €2t 14 €2t
und die AWA wird gelost durch

1 /14
_ _tA _ -
i) =0 =5 (17 6)

0 1 0
Aufgabe 3: A= | -1 0 0].Man berechnet leicht
0 00
-1 0 0 0 -1 0
A2=10 -1 0], A*=[1 0 0]=-4  At=-42
0 0 0 0 0 0

usw. also AY = E3, A?" = (—1)"*1A2 fiir n > 1 und A?"F! = (—1)"4
fiir n € Ny (Induktion!). Damit gilt

o A & t2nA2n > 752n—|—1j42n—&—1

tA _ —
=2 2@yl T @nt 1)

n=0

B Z t2n n+1A2 et t2n+1(_1)nA

s (2n + 1)!

o0
_1)nt2n 1)nt2n+1

= E5 — A? (7 A -

s (;0 1) a3 G
= FE5+ A%2 — A%?cost + Asint

cost sint O

= | —sint cost 0O
0 0 1



Dann ist

¢ sint ¢ [coss
y(t) = ey (0) + etA/ e *bds = [ cost | + etA/ sins | ds
0 0 0 0
sint cost sint 0 sint

= | cost| + | —sint cost O 1 —cost

0 0 0 1 0

2sint
= |2cost—1

0

Aufgabe 4: x = Ay mit A =w <_01 é) und x(1) = ((1)>

Berechne et4. Die Matrix A hat die Eigenwerte Ao = +iw mit den
Eigenrdumen £(i) = C (_1Z> und £(—i) =C (i)

Damit ist A = UDU~L, U = (‘Z ’), D= <““ 0 ) und
1 1 0 —w

1 (1 =\ 1(i 1
-1 _ _ =+
U= dar (—1 —i) T2 <—i 1)
Man erhalt

etA _u <eiwt 0 ) U—l _ % <Z eiﬁ.ut + €_i"'0t _Z'(eiwt _ e—iwt))

0 efiwt (ezwt _ efu.ut) eiwt + efiwt
[ coswt  sinwt
~ \—sinwt coswt
Die Losung der AWA ist
__(t-1A _ [ cosw(t—1) sinw(t—1)) (1
x(t) =e x(1) (— sinw(t—1) cosw(t—1)/) \0

- (S5 h)

3 4 3
Aufgabe 5: A= | -1 0 —1| mit dem charakteristischen Polynom
1 2 3

xaA) = =N+ 622 120 +8=(2—))3

Die Matrix besitzt also den dreifachen Eigenwert A = 2 (a = 3).
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Fiir den Eigenraum findet man

1 4 3 1 4 3 1 0 -1
A-2F3=|-1 -2 —-1|~[0 2 2] ~]0 1 1
1 2 1 0 0O 00 O
1
und damit £(2) = ker(A —2F3) = C | —1 |. Die geometrische Vielfach-
1

heit ist daher v = 1, ein Eigenvektor ist v = (1,—1,1). Es gibt daher 1
JorDANDblock der Grofle 3 zum Eigenwert A = 2.

J =

O O N

1
2
0

N = O

ist die JOrRDANsche Normalform von A. Fiir eine vollsténdige JOR-
DANbasis miissen noch ein Hauptvektor 1. und 2. Stufe gefunden werden.

1 1
Es gilt (A—2FE3)h(") = v mit der Losung h) € C [ =1 | + [ 0 | . Wiihle
1 0
daher KM = (1,0,0).
1 —1
Weiter gilt (A — 2F3)h® = h() mit Losung h® e C | -1 | + i
1 0
Wihle h? = (-1,1,0).
1 1 -1
Damit ist A =SJS ' mit S=|-1 0 3
1 0 0

Zur Losung kann man nun entweder y(t) = e*4y(0) gemif

y(t) = Set’ S 1y(0)

0
berechnen (zur Kontrolle: S~ = | 1 ), oder man wechselt in die
0

~ N~

0
2
2
JORDANbasis von A. Dazu muss man y(0) nach der Basis {v, h(), h(?}
)

entwickeln: y(0) = ajv+ashM) +a3h?). Lose also das Gleichungssystem
y(0) = Sa

1 1 —1]1 10 0]1
-1 0 $ |1 ]|]~[00 14
1 0 0|1 0103
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1
Esist also a = | 4 | und damit
4
€2t e L2\ (1 e (1 + 4t + 2t2)
ea=1[0 et te2t 4| = e (4 + 4t)
0o o0 32 4 4e*t

In der Standardbasis des C? gilt dann
H(0) = €2(1 + 4t + 2t%)v 4 e*(4 + 4t)hV) + 4e*p(?)
et (1 + 8t + 2t2)
= | e2'(1 — 4t — 2t?)
et (1 + 4t + 2t2)
q

Aufgabe 6: Die DGL
x = ¢q. Es gilt dann

t t
z(t) = e 2(0) —|—e_o‘t/ e*B(s)ds = e_o‘t/ e*B(s)ds

= —aqg + B ist dquivalent zu £ = —ax + 8 mit

also

t t
x(t) = €_at/ e*® coswsds = e_atRe/ es(a—i-uu) ds
0 0

_ otge <6t(a+iw). _ 1) ~ Re <eiwt _ ?at>
o+ 1w o+ 1w

(et —e ) (a —iw) acoswt+wsinwt — ae”
a? 4+ w? a? + w?
q(t) ergibt sich aus Integration von z(¢) nach t. Dabei miissen w = 0
und w # 0 unterschieden werden.

Fall 1: w =0, also z(t) = 1 (1 — e7*") und damit

at

q(t) = q(0) +/0 x(s)ds = v + = (efat — 1)

a  a?
Fall 2: w # 0. Dann

% sinwt — coswt + e~

o? 4 w?

Fall 1 ergibt sich im Limes w — 0.
Aufgabe 7: Die DGL y"”'(2)+y(x) = 0 hat das charakteristische Polynom
P(A) = A3 + 1 mit den drei komplexen Nullstellen
_ig_l—i\/g iz_l—i-i\/g

— e'3 =
2 = 2

z1 = —1, 29 = ¢€
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Ein komplexes Fundamentalsystem ist damit
{eix, e’ = ,e” L8 }

Durch Real- und Imaginérteilbildung kommt man zu einem reellen Fun-
damentalsystem

e ", ez cos 73; ,e2 sin 73:

Eine partikulére Losung der inhomogenen Differentialgleichung 3" (x) +
y(x) = e erhélt man durch den Ansatz y(z) = Ae®. Einsetzen liefert

Ae® 4+ Ae” = e”
also A = % Die Partikulérlosung ist y(x) = %e”c. Die allgemeine Losung
der inhomogenen DGL liegt damit in %e””+span {e‘“”, e cos <§x> ,e3 sin (@x) }
Aufgabe 8: (x) j=—q+0¢
(a) Das charakteristische Polynom ist

PA) =06\ -\ —1

Kennt man eine Nullstelle A; > %, findet man die beiden anderen
durch Polynomdivision
(X3 = X2 = 1) : (A= X)) =A%+ (M6 — DA+ A (M6 — 1)

—(6X% = \16XN?)
(Ao — 1A% -1
—(A10 — DAZ = A (M0 —1)N)
A(AMI—1)A—1
—(A (A= DA =X\ —1))
MNAMS—1)—1=0) -\ -1=0

Die Nullstellen des so erhaltenen quadratischen Polynoms

Ao3 = 2—15 (—(A15 — 1) £ /(A6 —1)2 — 4\ 6(\0 — 1))
_1
25

(—(Alé 1) +iy/ (0 — D(BMO + 1))

sind die gesuchten weiteren Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms.
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(b)

Zur Abkiirzung setze

A6 —1
= — >\:
« Re Ay 25 >0
A0 —1)(BA0+1
w::Im)\gz\/(l )(31+)>O
20
at

Dann ist (e)‘lt,e*at coswt, e sinwt) ein reelles Fundamentalsy-

stem. Die vollstdndige Losung der Form

A1eMt + Ase ™ coswt + Ase ™ sin wt

mit Ay, Aa, A3 € R ist genau dann beschrankt fiir ¢ > 0, falls A; =0
ist.

Aufgabe 9: v + 7y" + 15y’ + 9y = 0 (x)

(a)
(b)

(x) ist eine lineare Differentialgleichung 3. Ordnung, daher ist der
Losungsraum 3-dimensional.

Losungen von (*) sind von der Form z'e#*| also kommen nur in
Frage

y(x) =0
y(r) =27
Durch einsetzen sieht man leicht, dass 2e™* die DGL (x) 16st.
O —logz X0 01 X2 Ol+az+ 122+ 123
Das charakteristische Polynom der DGL ist
PA) =X+ 722 + 150+ 9

hat die Nullstelle Ay = —1 (2e™7 ist Losung, siehe (b)). Man erhilt
die anderen Nullstellen durch Polynomdivision:

N HTAZ 1A +9) A+ 1) =22 +6A+9=(\+3)?
Man hat also
P\) = (A +1)(A+3)?

Das charakteristische Polynom hat die einfache NST A; = —1 und
die doppelte NST Xg3 = —3. Das Fundamentalsystem ist daher
{eij 673907 .%'673‘70}.

Man errét leicht eine partikulire Losung von 3"/ +7y" +15y'+9y = 3
durch den Ansatz y(x) = const = c. Einsetzen liefert 9¢ = 3, also
c= % Damit ist die allgemeine Losung

1
Y€ 3 + span {e_z, e 3, 336_3"”}

Aufgabe 10: Separierbare Differentialgleichungen



Losungen zu Kapitel 2 13

(a) y'z = 2y.
Man sieht sofort, dass y(z) = 0 die DGL 16st.
Separation der Variablen und Integration [ % = % liefert

log ly(x)| = 2log|z| + C

und Auflosen
y(x) = +e2?

fiir > 0 oder z < 0. Aus der DGL liest man, dass y(0) = 0 fiir alle
Losungen gelten muss. Somit kommt man auf folgende allgemeine

Losung;:
(@) clxz , x>0
xr) =
Y cx? L, x <0

fiir ¢1, co € R. Man tiberpriift leicht, dass diese Losung differenzier-

bar ist fiir alle z.
(b) ¥ = F5y.

J S = [ 7% da ergibt log |y(z)| = log(2? + 1) 4 C, also

y(z) = +e%(2? + 1)
Da auch die Nullfunktion Lésung der DGL ist, kann man die allge-
meine Losung schreiben als
y(z) =c(z? +1), ceR

(c) ¥'(y+1)?+2° =0.
Die Losungen sind implizit gegeben durch [(y+1)?dy = — [ 23 da,
also

1 3 14
3(y(x)+1) =% +C

Auflosen liefert

y(x):f’/C—zx‘l VeeR, CeR

_2
Wegen ¢/(z) = %(C’ — %x‘l) 3 ist fiir positive C' die Losung bei

1
r =4 (%C’) 4 nicht differenzierbar und der Definitionsbereich von
y muss dementsprechend angepasst werden.

Aufgabe 11: & = —|z|*, z(0) = 1.
Separation ergibt fiir allgemeines a und y(z) > 0

t a(t) 1 (@)t
t = / dr = / dg — 11—« l-a @ ?é 1
0 1 & —log(x(t)), a=1
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(a) a=2:
t= 1+ (a(t) !
ergibt aufgelost nach x(t)
1

") =17

auf dem maximalen Intervall (—1,00), das die Anfangszeit to = 0
enthélt. Jede andere Losung ist eine Einschrinkung dieser Losung
auf ein kleineres Intervall.
(b) a=1:
t = —log(x(t))
ergibt aufgelost
z(t) =e?
definiert auf ganz R da x(t) strikt positiv ist. Bis auf Einschrénkung
auf kleinere Intervalle ist dies die einzige Losung der AWA.

(¢) a= %:
t=2—+/z(t)

liefert die auf (—oo, 2] definierte Losung

2(t) = %(t _9)2

(z(t) muss monoton fallen, da & = —/|z|). Diese Losung kann dif-
ferenzierbar auf ganz R fortgesetzt werden durch die Nullfunktion,
da diese die DGL auch 16st, also insgesamt

1 2

L —2)2 t<2
z(t) = 4( ) -

0, t>2

Aus Symmetriegriinden (s. dazu auch das Beispiel aus der Vorle-
sung) ist auch —3(t — ¢)? fiir t > ¢, ¢ > 2 eine Losung der Diffe-
rentialgleichung. Man erhélt daher eine ganze Schar von Losungen,
némlich

(t—2)2, t<2

, 2<t<ec

—tt-0? t>c

z(t) = S

Aufgabe 12: yy' = z(1 — yz), y(0) = yo.

(a) X Ly dn = [} £ ergibt

1 1 1
—5 log |1 = y(2)*| + 5 log|1 - y| = 52
Anwenden der Exponentialfunktion auf beiden Seiten liefert

.2
11— y(@)?| = e |1 -y
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Da bei der Integration nicht iiber die Polstellen y = +1 integriert
werden darf, haben 1 — y(x)? und 1 — 33 im betrachteten Bereich
dasselbe Vorzeichen und es gilt

1—y(2)? = e (1 yp)?

also

y(x) = i\/l —e (1 —12)
Der Radikand ist dabei stets positiv. Fiir yg > 0 ist dann y(z) =
\/1 — e 7*(1 — y2) Losung der AWA, fiir yo < 0 die negative Losung.
Konstante Losungen ergeben sich aus der Bedingung 3/ = 0. Dies
gilt (siche DGL), falls y(z) = +1. Es gibt also 2 konstante Losungen
der AWA.
Fiir yo = 0 sind y+(z) = £1/1 — e~** die einzigen zwei Losungen
auf R\ {0} mit lin% y+(x) = 0. Da Fiir kleine z gilt y4 (z) = £Va? =
Tr—r
+|z|, gibt es genau zwei auf ganz R differenzierbare Losungen mit
y(0) = 0, ndmlich

y+(z), firz >0
y1(z) =<0, firz =0 und wy(x)=—yi(z)
y—(z), firz<0



