Ubungsaufgaben

1 Drehimpulsalgebra

(a)

(L2, x] = [2py — ypo, 2] = apy, @] — [ypo, 2] = 0 — y[ps, 2] = ihy

(L. y] = [xpy — ypo, Y] = 2Dy, y] — [ype, y] = 2[py, y) — 0 = —iha

(L, 2] = [wpy — yps, 2] = [apy, 2] — [yps, 2] =0—-0=0

(L2, pa] = [2py — YPas D] = 2Dy, Da] — [YD2, P2] = [, palpy — 0 = ilip,
(L2 py] = [xpy — ypo, py] = 20y, 2y] — [YP2, py] = 0 — [y, pylpe — 0 = —ihp,

[Lzapz] = [xpy - ypxapz] = ['prapz] - [ypzapz] =0-0=0

(b)

[Lza Lx] = [Lza Yp- — Zpy] = [Lz7 ypz] - [Lza Zpy] = [Lza y]pz +vy [Lzapz] - [Lz> Z] Dy — Z[mey]z
=0 =0
= —ihp, + ihp,z = ih(zp, — xp,) = ihL,

Dies gilt auch fiir eine zyklische Vertauschung der Indizes, also [L,, L,] = ihL, usw.

[L:m Ly] = [ypz — ZPy, ZPx — iU]?z]
= [yp., 2pz) + [2py, 2]
= y[ F2) Z]p:v +x [Zapz]py

~— -—/r T/

Es konnen somit keine zwei Komponenten des Drehimpulses Gleichzeitig scharf ge-
messen werden.
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(c)
[LZ’ TQ] = [sz ZBQ] + [Lmyz] + [sz 22]
=0
= ihyx + xihy + (—ihx)y + y(—ihz) =0

(L., p?) = L., p2] + [L2, p}] + (L2, 13
= po|L., 02| + (L, Palpe + Dy[Lz, py] + [Lay 0ylpy + 02 (L2, 02) +[ Lz, p2lp-
=0
= ihpyps + peihp, + (—ihp,)py + py(—ihp,) =0

(d) Aus (c) folgt, dass alle drei Komponenten von L mit r* und p? kommutieren und
somit auch mit dem gesamten Hamilton Operator, wenn
2

H=L_ 4y

2m

2 Dreidimensionale SG - sphirischer Potentialtopf

] 0 r>r
V(T)_{—Vo r <7

Es sei Vy > 0. In dieser Aufgabe sollen die Wellenfunktionen der gebundenen Zusténde
gesucht werden.

— Der Hamilton Operator lautet:
2

p
H=X 1v
2m (r)

Der Impuls lésst sich in Kugelkoordinaten durch den Drehimpuls ausdriicken.

R* 1 L?
[———287"(7’287“) + 5

2mr

+V(r)— E} W(r,80,0) =0

mr?

Somit lautet die Schrédingergleichung:

P21, 2

r<nr: —%T—QGT(T 8r)+2mr2 ~V—E|¢¥(r0,¢)=0
R 1 L?

- g 0 0r) + s~ E| bl 0,0) = 0
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— Nach Aufgabe 1c wissen wir also es gibt gemeinsame Eigenfunktion von H und L2, L.
Da wir die Eigenfunktionen von L? bereits kennen, machen wir als Losung den Se-
perationsansatz:

P(r,0,0) = R(r)Yim(0, ¢)
Damit folgt fiir

1 9 RA(I+1)
r<rg: {—%T—Q@r(r or) + o T Vo — E} R(r)=0
R 1 9 RA(1+1)
T > T |:—%T—267“(T or) + oz E] R(r)=0
— Fiir den Rest der Aufgabe soll 1=0 angenommen werden.
1

= ¢(r,0,0) = R(r) Yoo(0, ¢) = R(r)

—— Vi
1/V4r
1 )
r<rg: —%ﬁﬁr(r or)—Vo—FE|R(r)=0
1 )
> —%ﬁﬁr(r or)—FE|R(r)=0

Um diese Gleichungen zu vereinfachen, substituieren wir wie in der Vorlesung:

B u(r) 1 9 1 0?
R(r) = - und ﬁar(r or)R(r) = ;WU(T)
Damit reduziert sich die SG zu:
2 d?
r<rp: [—%d2—vo—E]U(7”)=0
2 d?
r >y [_%W_ }U(T):O

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung fiir u(r) ist nun einfach. Wir schrei-
ben gleich die Lésung fiir R(r) auf, wobei zur Lésung von u(r) einfach ein Faktor +
hinzukommt ( betrachte Substitution).

Aetkr +Be—ik:7‘

d’(r):{ Cerr+Derr

T

r<rTog
T >To

Hierbei gilt: k* = 22(Vy + E_,) und x? = 22|E| Man muss darauf achten, dass es
sich um gebundene Zustédnde in einem Potentialtopf handelt, daher ist E negativ.
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— Nun betrachten wir die Randbedingungen an die Wellenfunktion.

— Da es sich um gebundene Zusténde handelt, muss die Wellenfunktion fiir » — oo
verschwinden. Dies bedeutet, dass C=0 sein muss.

— Auflerdem muss die Wellenfunktion im Ursprung endlich sein ( % - Abhéngig-
keit). Deshalb muss A + B = 0 sein. Mit diesen Bedingungen erhélt man folgende
Form der Losung:

o(r) =

Asin(kr)
{ —Y r<Tg

—RKT
Be ™ er T > T

— Wir miissen noch die Stetigkeit der Wellenfunktion und deren Ableitung bei
r = ro beriicksichtigen. Das liefert die Bedingung;:

Asin(krg)  Be "o

To To

Ak:rocos(k‘ro)Q— sin(krg) _ gfroee” 2
o 7o

KT0 KT0

_67

— Aus diesen Bedingungen kénnen nun die Form der Wellenfunktion und die moglichen
Energien der Bindung gewonnen werden kénnen. Das obige Gleichungssystem lasst

sich in der Form
A
M ( B ) =0

schreiben. Ein solches Gleichungsystem besitzt nur dann eine nicht- triviale Losungen,
wenn Det(M) = 0. In unserem Fall folgt daraus die Bedingung:

sin(kro)(1 4 kro)e " = e " (sin(kro) — krocos(kry))
Einige Umformungen bringen die Bedingung, aus der die Energie bestimmt werden
kann

k
tan(kry) = ——
K

Die Wellenfunktion lautet in diesem Fall:

B Asir;(kr) r<ro
'Lp('f’) - Asin(krg)e=#("—70) ">

— Die Normierungsbedingung lautet:
o o)
1= |A|2/ drsin®kr + |A|28in2kr0/ dre=rr=ro)
0 70

sin2kro)

1
= |AJ? (7“_20 - Esin%ro +
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3 Elektron im Magnetfeld

(a) Zunéchst bestimmt man die Eigenwerte und Eigenvektoren des Operators S,. Diese

. . 1
FEigenwert : —i—g FEigenvektor : \% ( ; )

1
. o1
FEigenvektor : %

lauten:
h

FEigenwert : —5

—1
Die Eigenvektoren in der Basis des Operators S, lauten dann:

(1) =500+

1 1 1 )
V2 ( -t ) V2 () =)
Der Zustand des Elektrons ist also:
1

W(fzo))z\/ﬁ

(I+)+i] =)

(b) Die zeitliche Entwicklung des Zustandes ist gegeben durch

[ 9(8) = at) | +) +0(t) | =)

;»a(t:()):% b(t:O):%

Da sich das Elektron in einem konstanten magnetsichen Feld B befindet, welches in
z-Rtg. zeigt, lautet der zugehorige Hamilton- Operator:

H = —ubBSZ

Damit 16sen wir die Schrodingergleichung

.0
ihis | U(0) = H | (1)

L0 (a(t)\ h(f1 0 a(t)

o ( b(t) ) = by ( 0 -1 ) ( b(t)
Dies sind zwei ungekoppelte gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung fiir
die Koeffizienten a(t) und b(t). Sie lauten:

Es ergibt sich:
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B

V(t) = —z—b( )
Die Losungen dieser Gleichungen sind:
B 1 B
a(t) = a(t = O)exp(zuth) - ﬁexp(i'ubT)
B ) B
b(t) = bt = 0)eap(—ittt) = %emp(—z“b?)

Wie wir bereits in a gezeigt haben lautet der Eigenzustand mit Eigenwert —% bzgl.
des Operator Sy:

1
—(+) =il —
\/ﬁ(l ) =il =)
Das Elektron befindet sich in diesem Zustand, wenn
twB 1 B 1
a(t t=0)exp(i——t —ex z—t be—
(t) = a(t = O)eap(i=t) = 7 p( ) = 7
B i B i
b(t) =b(t =0)exp(—i——t —exrp(—i——t —Cc—
(1) = b(t = O)erp(~it"571) = Toerp(~it"70) = —e -
Dass heisst: B B
exp(iuth) =+4c  und e:ch(—i'uth) =—c
Damit ist ein Spinflip nach der Zeit t = ﬁ moglich, wobei dann c=i ist.

4 Spinmessung

Ein Elektron befinde sich in dem Spinzustand

=4y ) = a2+

(a) Normierungsbedingung:

1—

1=|AP(1+24,2) ( 5

: 1
2 ) — AP +4+4) = A=
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(b) S, Messung: Der Spinor befindet sich in der S, Basis. Die Eigenwerte konnen

daher direkt abgelesen werden:

;i mit der W—keit und — mlt der W-keit 4

h

18

[

Ol

Erwartungswert: < S, >= g

h
2
(¢) S, Messung. Der Eigenvektor von S, zum Eigenwert +2 in der S.- Basis lautet:

| 7, +) = (I )+ =)

%I

Somit gilt:

o = [T+ [ )
11

=Sl I+=D-(A=20) [ ) +2| =)

29
= |1 —2i+2
18’ i+2
13
18

= (@, - | x)I?
11
29

——1—2‘—22
gl =22
5
18

134
Erwartungswert: < S, >= 1—25 -

=Sl == (@=2) [ H)+2| )

(d) S, Messung. Der Eigenvektor von S, zum Eigenwert +2 in der S.- Basis lautet:

|, &) = 7(| +)£i|—))
Somit gilt:
%%| (] =i{=D-(1=20) | +)+2| =N
:—|1—2i—2i|2
18
17
T 18
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Py =g, | 0P
_ %% (| +i(= ) - (1 =20 | 4+ 2] =) 2
= 120420
1
18

1A _ 4h
2

: _ 17
Erwartungswert: < .S, >= 3¢ S

—_

5 Kopplung von Drehimpulsen

%
1

V2
(Sic 1T + 51 W) + S5 1) + 52— [11) = V2R [ 1,-1)
—_— Y= Y=

——
=hlLL =0 =0 S

S_|s=1,m=0)=(S1- + S )—=(|ThH)+ [41))

Sl

S5 10,0) = (S + sﬂ%w— )

= L (50 1) = St 1) + S 1) — Sio [41)) = 0

V2

Durch anwenden des Auf- und Absteigeoperators konnen also keine weiteren
Singlett Zusténde erzeugt werden.

S%|11) =[S} + S5 +251- 5] | 1)

S By a My 4 i R
=iy S +2 55 W+ 55 1+ 55 1)
_ (3 3 N\ p

= (§+5+5) e

= 212 [11)
=101+ DR 1)
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Wobei ausgenutzt wurde:

sim=2(2 ) (3)
(1)
=2
si=2(2 5 (3)
-3(7)
@h|

S?1-1) = [Sf+S§+251-Sz] | 1)

——h2|u>+ h2|¢¢>+2{—— 1)+ S gy R

3 3
<4+4+ )fflu)

— 21 |1)
— 11+ DR )

Wobei ausgenutzt wurde:

su=t(1) (1)
(3)
=§|T>
=42 7)(2)
==




