Ubungsaufgaben

1 Skalarprodukt und Operatoren

(a) Beim Skalarprodukt ist zu beachten, dass das erste Argument komplex konjugiert
werden muss.

(| B) = —ii(1| 1) — 2i(1|3) — 2i(2 | 1) — 4(2| 3) +4i(3 | 1) + 2i(3 | 3)
=1+2i

(a| B) = —ii(1 | 1)+ 2i(3 | 1) +2i(1 | 2) — 4(3 | 2) +4i(1 | 3) — 2i(3 | 3)
=1-2i

(b) Durch Anwendung von A auf die Basiszustéinde folgt:

o) =2i[1) —4]2) —2i|3)

R 1 0 2

A= 2t 0 —4
-1 0 —2¢

1 -2 -1
0 0 0
-2t —4 2

2 Eigenwerte und Eigenvektoren

(c) A# AT = A ist nicht hermitesch

(a) Durch Anwenden von H auf die Basiszustdnde kann man sich wieder die Ma-
trixdarstellung von H verdeutlischen

H[1) = DA TH= 12D+ [ D+ [2)(1]1))
(| D+ 12)

H[2)=e(| DA |2)=[2)2 |2+ |12 ]2+ 2)(1]2)
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(b) Zum Finden der Eigenwerte muss dass Eigenwertproblem (H — A1) gelost wer-
den.

det(H — A1) =0
—(e=N)(e+N)—€=0
M = 2¢?
Ay = +v/2¢

Durch Einsetzten der Eigenwerte in das Eigenwertproblem lassen sich nun fol-

gende Eigenvektoren finden:
T _722+e
()

Ty = ( _21e+e )

3 Cauchy-Schwarz-Ungleichung und verallgemei-
nerte Unschéirferelation

(a) Ausmultiplizieren:

0< (¥ + M|+ ) = (Y[K) + X (B|Y) + A(W|d) + AN (d|d) = g(A, )

Dann A und \* minimieren:

g N%) = (0]w) + M(g]¢) =0
(A N) = (]6) + X (d|g) = 0

= . —_M * :_M
i = oy T T gl

Eingesetzt in die erste Gleichung:

2
0 < g(Amins Apin) = (V]10) — % = Behauptung
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(6lo) = (€] (A (A)) |e) = (4%) — (AY* = (aA)

(wley = (€ (B—(B)) |e) = (B%) — (B)’ = (aB)’

(olv) = (€l (A= (A)) (B~ (B)) |e) = (AB) — (A)(B)
[(B=(B)) (A= (4)) &) = (BA) - (A)(B)

Eingesetzt in CSU:

(84)" (8B)" = [(a1)]” = [R (o))" + [3 (olo)]* 2 [3 (olu)]

2

(24)" ()" = (Sltol) - i) = (3AB) — (BA)) = 2[([4.8])]

(b)

(8,8 =~ 8]0 = * (w00 — 0u()
= (5067 — ¢ — 2047 =

Der Erwartungswert ist dann: ([2, p]) = ik

1
A&Ap > Zfih] = 3

4 Hermitesche Operatoren

Gegeben seien die hermiteschen Operatoren A und B.
(a) (AB)' = B'A"T = BA = (AB)" = AB genau dann, wenn AB = BA gilt.
(b)
[(A+B)"]' =(A+B)!{(A+B)'--- (A+ B)'
= (AT—|—BT)(AT+BT)---(AT—|—BT)
= (A+B)"

3
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Beweisen Sie, dass fiir jeden Operator A folgende Operatoren hermitesch sind:
(a) (A+ANT = AT+ (ANT = AT+ A=A+ AT

(b) [i(A — AT = —i [AT - (AT)T} — i(A— AT
(

)
c) (AAht = (AT)TAT = AAT
d)

Gegeben sei der hermitesche Operator A sowie die 0.B.d.A. normierten Eigen-
zustinde | m) und | n)
(m | Aln)=(m]|An)
= (m | a,n)

= a,(m | n)

= (ATm | n)
= (Am [ n)

= ay(m | n)

(m | Afn)

Nun bildet man die Differenz: 0 = (a,, — a’,)(m | n)

Fallunterscheidung
i.n=m
0 = (an —ay)(n | n)
= (an — ay)
a, = a,
= a, 1st reell
ii. n#m

0= (an —az,){m [ n)
Die Eigenwerte seien nicht entartet
0= (an — ay,)(m | n)
—_——
£0
0= (m|n)
= Die Eigen funktionen sind orthogonal

5 Harmonischer Oszillator

(a) Erwartunswert von V:

1 1
<V >= <§mw2x2> =n | §mw2x2 | n)
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Stelle x durch Auf- und Absteigeoperatoren dar:

h h
(a+at) =2 = Gy [(a")* 4+ a*a+ aa™ + d’]

Tr =
2mw

Damit gilt:
I
<V >= Twn | (a*)*+a*a+aa® +a* | n)

a™ | n) und a® | n) sind orthogonal zu n, wodurch diese Terme wegfallen.
AufBlerdem gilt:

ata|n) =n|n) aat |n) =(n+1)|n)

Und somit folgt fiir den Erwartungswert von V:

hw 1 1
<V >= T(n+n+1)—§hw (n—i—E)

Die potentielle Energie betréigt also genau die Hélfte der gesamten Energie des
harmonischen Oszillators.

[ h
<z >= m(n|a+a+|n):0

7 _ gt

<p>=1/ 201228 1y =0
2 {

h h h 1
<at>= o n| (@ +atatant ¥ [ n) = o —(2n+1) = ——(n+ )

—h h 1
<p?>= ;nw<n | a® —aa® —ata+ (aT)? | n) = %(Qn—k 1) = (n+ §)hmw

1 1

<T >=<p*/2m >= §(n+§)hw

h 1
ax—\/<x2>—<x>2—\/—\/(n+—)
muw 2

1
o, =\/<pP2>—<p>r= (n+§)vhmw
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