Ubungsaufgaben

1 Skalarprodukt und Operatoren

In einem dreidimensionalen Hilbertraum sind folgende Vektorzustinde gegeben
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(a) Berechnen Sie die Skalarprodukte (o | #) und (8 | &) und zeigen Sie, dass (« | §)
und (5 | o)

(b) Finden Sie alle neun Matrixelemente von A =| a)(8 | und geben Sie die Matrixdar-
stellung von A an.

(c) Ist der Operator A hermitesch ? Begriindung ?

2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Der Hamilton- Operator eines Zwei- Niveau- Systems lautet:
H=e(DA|-12)2[+[1)2]+][2)(1])

wobei | 1),] 2) orthonormierte Basiszustinde darstellen. Der Parameter € hat Energieein-
heiten. Finden Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von H in der Basis | 1),| 2). Wie
lautet die Matrixdarstellung H in dieser Basis 7

3 Cauchy-Schwarz-Ungleichung und verallgemeinerte
Unschérferelation

(a) Beweisen Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung |(¢| ¢)|*> < (1] ¥) (¢] ¢)

Hinweis: Betrachten Sie die Ungleichung (¢ + A¢| ¥ + A¢) > 0 und finden Sie den
Wert von A\, der die linke Seite minimiert. Beachte, dass A und A* unabhéngig von-
einander minimiert werden konnen.

(b) Beweisen Sie, dass fiir zwei hermitesche Operatoren A und B die verallgemeinerte
Unschérferelation gilt:

sisirs 1[([a.5)

Hinweis: Betrachten Sie die CSU mit:

o) =(A=()lo W= (B-(B))k)

(4) = (¢lAlg) (B) =Bl
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Beachten Sie auch dass fiir eine komplexe Zahl gilt:|z|* = [R(2)]* + [S(2)]?
und B = j = 29, die bekannte Ort-

8

(¢) Rechnen Sie nach, dass man fir A = & =
Impuls-Unschérferelation erhélt:

4 Hermitesche Operatoren

Gegeben seien die hermiteschen Operatoren A und B. Zeigen Sie, dass
(a) der Operator AB hermitesch ist, nur wenn AB = BA gilt.
(b) (A+ B)™ hermitesch ist.
Beweisen Sie, dass fiir jeden Operator A folgende Operatoren hermitesch sind:
(a) (A+A7)
(b) i(A— AT)
(c) (AAT)

Zeigen Sie, dass der Eigenwert eines hermiteschen Operators reel ist und dass die Eigen-
funktionen orthogonal sind.

5 Harmonischer Oszillator

(a) Wie lautet der Erwartungswert fiir die potentielle Energie im n-ten Eigenzustand des
harmonischen Ostzillators 7

(b) Bestimme die Erwartungswerte < x >,< p >,< T' > und ihre Schwankungen Az und
Ap. Weisen Sie mit den Ergebnissen die Unschérferelation nach.




