Musterlosungen

1 Stufenpotential

(a) Stelle die Wellenfunktion fiir den Fall E >V auf.
Im Bereich x < 0 mit V = 0 gilt:

FLQ d2’l7Z)1 d2,¢}1 2 2mE
_% d.ZUQ = E¢1 = dxg = _k1¢17 kl = hQ (1)
Der Losungsansatz ist dann
V(7)) = Ae™* 4 Bem ke (2)
Im Bereich x > 0 mit V =V} gilt:
hz d2¢2 d2¢2 2 2m(E — V)
Tomdr T BTV e T =kt ks 2 )
Der Losungsansatz ist
Wa(z) = Ce™>* (4)
Bei x = 0 gelten die Anschlussbedingungen:
1(0) =v2(0) A 9q(0) =45(0) (5)
Daraus folgt (man kann A = 1 setzen):
k1 — ko 2k
= B= , = 7
kl + kg kl + k‘g ( )
Damit ergibt sich die Wellenfunktion zu:
eiklx + 7]21*162 efiklx r<0
z) = itk ’ 8
e { B ®
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(b) Bestimme den Reflektions- und den Transmissionskoeffizienten

Um die Koeffizienten zu bestimmen betrachtet man zuerst die Stromdichten des
entsprechenden Wellenfunktionsanteils:

jein _ % (e—zk‘lwazezklx . ezk‘lmawe—zklx) — _1
. _ h —ikox ikox ikox —ikox (2k1)2 o hk? <2k1)2
Jirans = Gy (€70 = 0T R T T Gt
. h ” . . : (ky — ko)? Rk (ky — ko)?
ef] = —— i 1:0896 tkiz zklxax ikix _
el = Sim (e ‘ ‘ ") (k1 + k2)? m (k1 + k2)?

Daraus ergibt sich dann:

o reptl (k1 — ka)? T Jtrans| k2 (2k1)?

B | Fein] B (k1 + k2)27 B | Fein] B k_l(kl + ko)?

Mit R+T = 1.

Kastenpotential

(a) Die Schrodingergleichung fiir 0 < z < a lautet:

h? d*y 2mE
B = ———— = — _[2 k=4/ 1
4 2m dx? v h? (10)

Ein bequemer Ansatz ist hier:

Y(z) = Asinkx + Bcos kx (11)

Die Wellenfunktion kann nicht in die Wand eindringen, womit die Randbedingungen
folgendermaflen lauten:

$(0) = ¢(a) =0 (12)

Aus ¢(0) = 0 folgt direkt, dass B = 0 sein muss. Bei t(a) = 0 gibt es zwei Moglich-
keiten, wobei die eine mit A = 0 wenig Sinn macht, da dies der triviale Fall mit
U(z) = 0 ist. Die zweite Moglichkeit folgt aus sin ka = 0:
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ka = nm ,nEL (13)

Wobei k£ =0 < n =0 wieder auf den trivialen Fall fithrt. Wir haben jetz allein aus
den Randbetrachtungen eine Bedingung fiir die moglichen Energien erhalten:

h2 k2 2 h2
E, — _ T 2 (14)
2m  2ma?
Die Grundzustandsenergie ist F, = % #0

(b) Um die vollstdndige Wellenfunktion zu erhalten fehlt noch die Normierung.

a

2
/dx |A?sin® kz = 1 = A=4/-

a
0

Die Losungen sind also:

2
() = \/jsin M n=1,2,3.. (15)
a

a

Um die Orthogonalitéit zu zeigen betrachte den Fall m # n:

. 2 [ . /mm . o/nr
/dx Uy b, = E/o dx sin (71’) sin (7:1:>
1 [ —
= —/ dx [cos (m n7rx> — CoS (m + nmz)]
a Jo a a

[t () -t (20

1 {Sin [f:b_—nn)ﬂ] sin [fzfnn)wq »
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3 o im Topf

| X

T

.

0
(a) Fiir die zwei Bereiche ergeben sich folgende Ansétze:
wl — Aeilm _|_B€7ikx
¢2 _ Aleikx + B/e—ikx (16)

Die Bedingungen an die WF lauten:

¥(0) (SG integrieren,...)

(b) Aus (i) folgt nun:

_Ae—Qika

B = _AleQZka

Ae~ka 1 Betka — ()
Aleika + Ble—ika =0

L
W
I

eingesetzt in die Wellengleichungen folgt:

1/}1 = A (eikaz o efQikaefikx) — Aefika (eikaerika . efikwfika)

= 2iAe "% sin (k(z 4 a)) = C'sin (k(z + a))
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analog fiir 1)s:

Yy = 2iA'e* sin (k(x — a)) = C'sin (k(z — a))
Bedingung (iii) ergibt:

2\m

C'k cos (ka) — Ck cos (ka) = 3 C'sin (ka) (17)
Beim Betrachten von (ii) folgt eine Fallunterscheidung;:
C'sin (ka) = C'sin (—ka) (18)
1. Fall: Die Gleichung ist erfiillt fiir
nm
k=— 19
: (19)
(sin (—ka) = —sin (ka) schon moglich, aber ich darf nicht mehr kiirzen da sin (n7) =

0)
Damit folgt aus Gleichung 17:

C'k(-1)" = Ck(-1)"=0 = C=C

Damit ergeben sich die Wellenfunktionen zu:

Y = C'sin <%x + nﬂ) 1y = C'sin <%x — n7r>

Yy =1y = C(—1)"sin (Hx>

a

In diesem Fall bekommen wir also antisymetrische Lésungen.
2. Fall: (k # )
Aus Gl. 18 folgt C' = —C". Gleichung 17 ergibt sich hier zu:

2
AmC’ sin ka = k= _m tan ka

kC' (coska + coska) = — = =

Die symmetrische Losung sieht dann wie folgt aus:
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v=0 sin‘(k:(:v +a)) ,x <0 (20)
—sin (k(z — a)) ,x >0
(c¢) Antisymmetrische Lsg:
|C]2/dx sin® kx = |C? E—ﬁsirﬂkx} = C:%

— N =
a ~~

=a

Symmetrische Lsg:

[el /de sin® (k(x + a)) + /adx sin? (k(z — a))]

o




