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Ubung 4 - Musterlésung

1 Matrixelement Man zeige durch Rechnung, dass das Dipolmatrixelement fiir den
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Fiir die x-Koordinate:
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Wegen x = r - sin f cos ¢ ergibt ¢ Integration
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Entsprechendes gilt fiir (M;;), mit y = r- sinfsing. Fiir (M;;), folgt wegen z = - cosf
bei Integration iiber 6:
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2 Linienbreite |
a) Die mittlere Lebensdauer des H(2p)-Zustands betrigt 7 = 1,6ns. Berechnen Sie

die natiirliche Breite fiir die Lyman-a-Linie (2p-1s) und vergleichen Sie diese mit der
Doppler-Breite bei Zimmertemperatur.



b) Vergleichen Sie die sich aus a) ergebenden Breiten der Linie (2p-1s) mit der Hyperfe-
instrukturaufspaltung (HFS) des Wasserstoffgrundzustands, die durch die Wellenldnge
A = 21, 1em zwischen den beiden F-Zustdnden charakterisiert ist. Welche Temperatur
muf} erreicht werden, damit die HF'S von einem idealen Spektrometer aufgelost werden
kann?

Hinweis: Vernachlissigen Sie hierbei die Hyperfeinstruktur der 2p Energieniveaus

Losung
1. Der Zusammenhang zwischen der natiirlichen Breite der Lyman-a-Linie und der Le-
bensdauer des H(2p)-Zustandes ist gegeben durch

1
AUpgr. = o ~ 100MH =z
T

Aus der Intensitatsverteilung des Dopplereffekts ergibt sich
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2. Beim Ubergang von 2p zu 1s, kénnen wir bei hinreichend guter Auflésung 2 Linien
erkennen, jeweils fiir F=0 und F=1 der HFS des 1s Energieniveaus. Damit die Hyperfe-
instrukturaufspaltung aufgelost werden kann, muf§ die Dopplerverbreiterung kleiner sein
als der Abstand zwischen den beiden Linien (21cm). vy = v(2p-1s), was man leicht mit
der {iblichen Rydbergformel bestimmen kann.
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3 Linienbreite 11 Wie groB sind Ubergangswahrscheinlichkeit und natiirliche Linienbreite

des Ubergangs 3s—2p im H-Atom, wenn die Lebensdauer der Zustéinde 7(3s) = 23ns und
T(2p) = 2, 1us betragen? Vergleichen Sie dies mit der Dopplerbreite dieses Ubergangs
bei T=300K.



Losung Das 3s-Niveau kann nur in das 2p-Niveau zerfallen. Deshalb ist die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang 3s — 2p:
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Die natiirliche Linienbreite ist
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4 Rotationsspektrum des '2C'30-Molekiils

a) Zeigen Sie, dass fiir das Trigheitsmoment I eines hantelférmigen Molekiils, das um
seinen Schwerpunkt rotiert (vgl Abb. 1), folgendes gilt:

I=M-R? (1)
Dabei ist R der Abstand der Atome und M die reduzierte Masse
my - 1Mo

M =
mi + Mo

Die Aufgabe kann durch Rechnung oder Begriindung (kiirzer) gelost werden.
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Abbildung 1: Rotation eines Molekiils um seinen Schwerpunkt.



Losung Begriindung: Analog zum z.B. Wasserstoffatom handelt es sich um ein Zwei-
korperproblem, allerdings mit festem Abstand und ohne Potential. Dieses kann durch
Verwendung der reduzierten Masse M und von Relativkoordinaten R auf ein Einkorper-
problem zuriickgefiihrt werden. Fiir das Tragheitsmoment gilt deshalb

I=M- R
Rechnung: Das Trigheitsmoment betrégt definitionsgeméafl
I =m R +moR;

Man fithrt nun (1) in diesen Ausdruck iiber.
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Beim Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile wurde benutzt, dass bei Wahl des
Ursprungs im Schwerpunkt gilt
m1R1 = ngg

b) Fiir die Rotationsenergie des Molekiils gilt dann

J? i+ 1)-h? .
E(J):‘m’_ = ( 21) =heB-j(j+1)

mit dem Drehmimpuls J und der sogenannten Rotationskonstanten B
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Zeigen sie, dass der energetische Abstand AE(J + 1) — AE(J) benachbarter Ubergiinge
konstant ist, mit den Ubergangsenergien AE(J) = E(J) — E(J — 1).

L6sung

AEJ+1)—AEWJ) = [E(J+1)—EW)]-[EWJ)—-EJ-1)]=
= heB[(J+1)(J+2)—J(J+1)—JJ+1)+(J—1)J]
= 2hcB



Zusammen mit der Auswahlregel Aj = +1 bedeutet dies, dass man dquidistante Linien
im Spektrum erhalt.

c) Abb. 2 zeigt das Mikrowellentransmissionsspektrum des Kohlenmonoxids aus den
Isotopen 2C und '*O. Bestimmen Sie die Bindungslinge in der Niherung des starren
Rotators an Hand der Rotationsiibergange von den gezeigten Niveaus J = 3 bis J = 9.
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Abbildung 2: Mikrowellentransmissionsspektrum von 2C'80

Lésung Wie man aus Aufgabe b) erwartet, besteht das Transmissionsspektrum aus
dquidistanten Linien. Der Abstand betréigt in etwa 3.9 cm~!. Daraus folgt fiir die Rota-
tionskonstante und somit fiir die Bindungslange

B = 0.5-39cm™!
—~ R = 1.14 A

5 Schwingungs-Rotations-Uberginge von HCI

Wir betrachten ein zweiatomiges Molekiil und lassen sowohl Schwingung als auch Rota-
tion zu. Die Energie der Schwingungs-Rotationszustdnde betrigt dann

E = Evib+Er0t:
1
= hw<u+§)+hc‘B'j(j+1)
mit v=0,1,... und j=1,2,...

Die Schwingungsenergie ist dabei um ein Vielfaches grofler als die Rotationsenergie.



Im Energiespektrum gehort deshalb zu jedem Schwingungszustand eine Gruppe von
Rotationszustédnden.

a) Skizzieren Sie das Energieniveausschema fiir v = 1,2 und j = 0,1,2,3 und zeichnen
Sie die Absorptionsiibergidnge zwischen den Schwingungs-Rotations-Zusténden ein. Die
Auswahlregeln fiir diese Ubergéange sind
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Abbildung 3: Termschema der Schwingungs-Rotations-Zusténde fiir die Quantenzahlen
v=1,2und j =0,1,2,3 mit den erlaubten Absorptionsiibergingen.

b) Abb. 4 zeigt das Infrarottransmissionsspektrum von Salzsduredampf (HCI). Wie man
erkennt zerfillt es in zwei Teile, einen sogenannten P-Zweig und einen R-Zweig. Ordnen
Sie die Peaks im Transmissionsspektrum den Ubergéingen in ihrem Energie-niveauschema
gemaB der angegebenen Nomenklatur zu (R(0), R(1), ..., P(1), P(2), ...). Was charak-
terisiert P-Ubergange/R-Uberginge? Warum ergibt sich im Spektrum eine Liicke? Wel-
chem Ubergang wiirde das entsprechen? Wie gro ist demmnach die Energie des ersten
angeregten Vibrationszustandes?

Losung Aus dem Vergleich von Termschema umd Transmissionsspektrum erhélt man:

e Im P-Zweig nimmt die Absorptionsenergie mit sinkendem j, im R-Zweig mit stei-
gendem j zu.

e Im P-Zweig gilt Aj = —1, im R-Zweig Aj = +1.
e Der Ubergang J = 0 — J = 0 ist verboten. Deshalb fehlt im Spektrum diese Linie.

e Die Energie E = hc- v des fehlenden Ubergangs entspriiche genau der Differenz
AFE = hw zwischen Schwingungsrundzustand und erstem angeregten Zustand.
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Abbildung 4: Infrarottransmissionsspektrum von HCI.

Die Energie des ersten angeregten Zustands betragt
3 3
EY) = S = Shew
3
EY = She2885.9 em™! = 0.54 eV

c¢) Berechnen Sie den mittleren Kernabstand R des HCl-Molekiils.

(mcy = 5.89-1072% kg, my = 1.67-107% kg)

Losung Der Kernabstand kann aus dem Energieintervall zwischen den Rotationspeaks
bestimmt werden. Zwischen 7 = 3059 cm™! und 7 = 2652 cm™! befinden sich 19 (nihe-
rungsweise) dquidistante Linien (inklusive des fehlenden Mittelpeaks). Der mittlere Ab-

stand ist dann S oo .
Ap — 3059 cm 2—0 652 cm P

Uber die Rotationskonstante erhilt man

Av = 2B,

/ h
ro= 2meM Av

—~ R = 13A

d) Bei genauer Betrachtung fillt auf, dass die Absorptions-Peaks eine Substruktur (Dop-
pelpeak) haben. Wie erkldren Sie diese Tatsache?

Lésung Chlor kommt in der Natur in zwei Isotopen vor: 3°C1(75.5%) und 37C1(24.5%).
Die Massenunterschied fiihrt zu unterschiedlichen Tragheitsmomenten und damit zu ver-



schobenen Absorptionspeaks im Rotationsspektrum.



