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Übung 3: Musterlösung

1 Elektronenpotential

Wie sieht das Potential für das zweite Elektron im He-Atom aus, wenn das erste Elektron
durch eine 1s-Wellenfunktion beschrieben werden kann, d.h. die Wechselwirkung zwi-

schen beiden Elektronen nur summarisch berücksichtigt wird.
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Lösung Das Potential für das zweite Elektron im He-Atom ist:
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wobei Ψ1s die Wellenfunktion des ersten Elektrons ist.

r212 = r21 + r22 − 2r1r2 cos θ

⇒ r12dr12 = r1r2 sin θdθ

dτ = r21dr1 sin θdθdφ

Einsetzen liefert für das Integral
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weil für θ = 0 gilt:

r12 = r2 − r1 für r1 < r2; r12 = r1 − r2 für r2 < r1

für θ = π folgt r12 = r1 + r2. Ausführen der Integration ergibt mit r1 = r2 das gesamte
Potential:
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mit Z=2 für das He-Atom.
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2 Helium-Atom

a) Die folgende Abbildung zeigt einen Ausschnitt aus dem Termschema des Helium-
Atoms für die niedrigsten Energieniveaus: Gegeben sind die Energien der einzelnen
Energieniveaus sowie der jeweilige Drehimpuls L. Mögliche Aufspaltungen der Ener-
gieniveaus durch Feinstruktur sind nicht eingezeichnet. Beschriften Sie die Energienive-
aus vollständig mit den entsprechenden, spektroskopischen Symbolen (nicht aus Vorle-
sung abschreiben). Welches der beiden Termschemata gehört zum Triplett- welches zum
Singulett-Helium? (Beschriften Sie die gestrichelten Linien.)

b)Erläutern Sie den Unterschied zwischen dem Triplett- und Singulett-System des Helium-
Atoms. Welches der beiden Systeme weist für L 6= 0 Feinstrukturaufspaltung auf? Be-
gründen Sie Ihre Antwort.

c)Warum gibt es keinen 13S1-Zustand? Geben Sie für diesen (hypothetischen) Zustand
für beide Elektronen alle relevanten Quantenzahlen an.

d)Warum werden die Übergänge 21S0 → 11S0 und 23S1 → 11S0 nicht beobach-
tet?

Lösung a)

b) Singulett-System: Spins der beiden Elektronen koppeln zu S=0, d.h. Spins der beiden
Elektronen sind antiparallel. Alle Terme im Parahelium sind einfach.

Triplett-System: Spins koppel zu S=1. d.h. Spins der beiden Elektronen sind paral-
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lel. Durch die LS-Kopplung kommt es im Orthohelium zur Feinstrukturaufspaltung. Die
Terme sind dreifach aufgespalten.

c) Es gilt S=1, also ms1 = ms2 = +1/2. Die Quantenzahlen für den 13S1-Zustand
wären daher:

n l ml ms

Elektron1 1 0 0 +1/2
Elektron2 1 0 0 +1/2

Für Fermionen gilt das Pauli-Prinzip, welches besagt, dass zwei Fermionen (Elektro-
nen) nicht in allen Quantenzahlen übereinstimmen dürfen. Nach dem Pauli-Prinzip ist
der 13S1-Zustand also verboten.

d) 21S0 → 11S0 Übergänge mit J = 0→ J = 0 sind verboten.
oder
∆l = 0 ist für Dipolstrahlung verboten.
23S1 → 11S0 Interkombinationsverbot, Spin�ips sind verboten.
oder
∆l = 0 ist für Dipolstrahlung verboten.

3 L-S vs. j-j-Kopplung

Man diskutiere ein Zweielektronensystem mit einem 2p und einem 3d Elektron für den
Fall der jj-Kopplung und zeige, dass die Zahl der möglichen Zustände und deren Ge-
samtdrehimpuls J die gleichen sind wie bei der LS-Kopplung.

Lösung

a) LS-Kopplung: l1 = 1; l2 = 2 → L = 1, 2, 3 und s1 = 1
2
; s2 = 1

2
→ S = 0, 1

Mögliche Zustände:
S\ L 1 2 3
0 1P1

1D2
1F3

1 3P0,1,2
3D1,2,3

3F2,3,4

Jeder Term umfaÿt (2J+1) Zustände, also gibt es insgesamt 60 Zustände.
b) jj-Kopplung: l1 = 1; s1 = 1

2
→ j1 = 1

2
; 3
2
und l2 = 2; s2 = 1

2
→ j2 = 3

2
; 5
2

Mögliche Zustände:(
1/2
3/2

)
→ J = 1; 2

(
3/2
3/2

)
→ J = 0; 1; 2; 3(

1/2
5/2

)
→ J = 2; 3

(
3/2
5/2

)
→ J = 1; 2; 3; 4

Es ergeben sich dieselben Häu�gkeiten der verschiedenen J-Werte, also auch dieselbe
Gesamtzahl von Zuständen.
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4 Einsteinium und exotische Atome

Berechnen Sie für ein fast vollständig ionisiertes Einsteiniumion (25499 Es
98+) den Bahnra-

dius und die Gesamtenergie im Grundzustand mit verschiedenen gebundenen Teilchen

in der Hülle
(
a0 = 4πε0

e2
~2
me

)
:

(a) ein Elektron
(b) ein Myon mµ ≈ 207me

(c) ein Anti-Proton
(d) Berechnen sie für alle drei Fälle die Aufenthaltswarscheinlichkeit im 1s-Zustand in-

nerhalb des Kern-Volumens (RK ≈ 1.4 · 3
√
Afm). Verwenden Sie R10(r) =

√
α3

2
e−

αr
2 mit

α = 2Z
a0
. Interpretieren Sie das Ergebnis.

Lösung

a) Elektron

rn =
n2

Z
a0

En = −Z
2

n2
ER, E∞ = ER = 13, 6eV

für n=1, Z=99:

r1(Es) = 5.35 · 10−13m

E1(Es) = 133keV

b) Myon mµ ≈ 207me

aµ0 =
1

207
a0 → rµ1 (Es) = 2.58 · 10−15m

Eµ
R = 207 · ER → Eµ

1 (Es) = 27MeV

c) Anti-Proton

rp
−

1 =
me

mp

a0
Z

= 2.9 · 10−16m

Ep−

1 (Es) = −
mp−

me

· ER ·
Z2

n2
= 0.24GeV

d) Radiale Aufenthaltswarscheinlichkeit erhält man durch Integration bis zum Kernrand

P10(R) =

∫ R

0
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)
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Der Kernradius berechnet sich zu R = 1.44 · 3
√
A · 10−15 = 8.8 · 10−15m. Man sieht sehr

schnell für alle drei Teilchen:
P10(R) = 1

Das Teilchen be�ndet sich immer innerhalb des Kernradius.

5 Termsymbole

a) Bestimmen Sie unter Beachtung der L-S-Kopplung die Anzahl der möglichen Terme
eines angeregten Kohlensto�-Atoms mit der Elektronenkon�guration 1s22s22p3d.
b) Bestimmen Sie den Grundzustand der Atome mit der Elektronenkon�guration 4d5s2(Y)
bzw. 4d25s2(Zr) [Die abgeschlossenen Schalen sind nicht angegeben].
c) Das Manganatom (Z=25) hat in seinem Grundzustand eine mit 5 Elektronen gerade
zur Hälfte gefüllte Unterschale. Geben Sie die Elektronenkon�guration und den Grund-
zustand des Atoms an.

Lösung

a) Elektronenkon�guration des angeregten C-Atoms:

C : 1s2 2s2︸ ︷︷ ︸
LRumpf=SRumpf=0

2p︸︷︷︸
l1=1;s1=1/2

3d︸︷︷︸
l2=2;s2=1/2

Mögliche L- und S-Werte: L=1,2,3; S=0,1
Mögliche J-Werte: J=0,1,2,3,4
Mögliche Terme: 1P1

1D2
1F3 Singulett S=0. 3P0,1,2

3D1,2,3
3F2,3,4 Triplett S=1

b)Besetzung aufgrund der Hundschen Regeln ergibt für den Grundzustand bei

Y : L = 2; S = 1/2; J = 3/2 → 2D3/2

Zr : L = 3; S = 1; J = 2 → 3F2

c) Elektronenkon�guration des Mn:
Mn:1s22s22p63s23p64s23d5

3d: ↑ ↑ ↑ ↑ ↑
ml= -2 -1 0 1 2

Grundzustand: L = 0; S = 5/2; J = 5/2 → 6S5/2

6 Natriumspektren in äuÿerem Magnetfeld

Skizzieren Sie das Aufspaltungsbild der Na-D-Linien (Übergänge 3P ↔ 3S) für kein äu-
ÿeres Magnetfeld sowie für ein schwaches und ein starkes Magnetfeld. Berücksichtigen
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Sie dabei nur die L-S-Kopplung. Welche Spektrallinien können Sie beobachten?
Hinweis: Im Na-Atom sind im Gegensatz zum H-Atom das 32P1/2 und das 32S1/2 Niveau

nicht entartet.

Hinweis: In erster Näherung kann elektrische Dipolstrahlung keine Spinumkehr bewirken

Lösung

Ohne das äuÿere Magnetfeld kann man in Natriumspektren zwei Linien beobachten, die

Abbildung 1: Na-D-Linien: D1 und D2 Linien des neutralen Natriums ohne Magnetfeld
(a); anomaler Zeeman-E�ekt (b) und Paschen-Back-E�ekt (c).

den Übergängen 32P1/2 → 32S1/2 (D1-Linie) und 32P3/2 → 32S1/2 (D2-Linie) entspre-
chen. Das emittierte Licht hat die Wellenlängen λ1 = 589.592nm und λ2 = 588.995nm.
Die Energieniveaus sind nicht in J entartet, wie bei Wassersto�. Der Grund dafür liegt in
der Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen untereinander (Überlapp der 3s-Elektron-
Ladungsdichte mit der der Elektronen aus inneren Schalen). Dies bewirkt eine starke
Aufspaltung der Energieterme nach der Bahndrehimpulsquantenzahl ∆El, die in der
Gröÿenordnung der Energiedi�erenz ∆En liegt. Als Folge kann man bei den Alkalia-
tomen optische Übergänge schon zwischen Zuständen mit gleicher Hauptquantenzahl
beobachten (D1 und D2 Linien).
Mit angelegtem äuÿeren Magnetfeld beobachtet man eine Aufspaltung der Linien (siehe
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Abb.)

- schwaches Magnetfeld: Entartung in mj aufgehoben und man beobachtet 4 Li-
nien (6 Linien) anstatt der ursprünglichen D1-(D2)-Linie. Man spricht von anomalem
Zeeman-E�ekt.

- starkes Magnetfeld: die Spin-Bahn-Kopplung wird aufgebrochen, der Gesamtdre-
himpuls ~J ist nicht mehr de�niert und ~S und ~L präzidieren unabhängig um ~B. Man
beobachtet eine unverschobene und zwei verschobene Linien, wie bei normalem Zeeman-
E�ekt (keine Spinumkehr!!!). Man spricht von Paschen-Back-E�ekt.

7 Röntgenstrahlung

1. Ein Strahl Elektronen wird mit der Spannung U beschleunigt und tri�t auf eine
Wolframplatte. Wie sieht das beobachtete Spektrum (qualitativ) aus. Erklären sie
die einzelnen Bestandteile. Berechnen Sie die minimale Wellenlänge.

2. Gibt es einen Konkurrenzprozess zur Emission von Photonen?

3. Nun wird die Wolframplatte mit Röntgenstrahlen durchleuchtet. Beim Durchgang
durch Materie wird Strahlung absorbiert und gestreut. Die Intensität nimmt ge-
mäÿ I = I0 · exp(−µx) mit zunehmender durchstrahlter Dicke x ab.
Skizzieren sie die Wellenlängenabhängigkeit des Absorptionskoe�zienten µ im re-
levanten Bereich.

Lösung

1. Allgemein: Elektronen ändern ihre Geschwindigkeit beim Durchlauf des Coulombfeldes
der positiv geladenen Atomkerne. Nach den Gesetzen der klassischen Elektrodynamik
sendet ein geladenes Teilchen elektromagnetische Strahlung aus, wenn es beschleunigt
wird.

Das typische Bremsspektrum ist kontinuierlich, die Elektronen durchlaufen keine quan-
tisierten oder/und gebundenen Zustände. Um die abgestrahlte Energie verringert sich
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die kinetische Energie des Elektrons. Das Bremsspektrum hat eine minimale Wellenlänge
λmin (Abschneidewellenlänge), das ist die gesamte kinetische Energie, die das einfallende
Elektron in einem einzigen atomaren Bremsvorgang verlieren kann.
Die maximale kinetische Energie (minimale Wellenlänge) wird durch die Spannung U
z.B. der Röntgenröhre bestimmt.

Ekin = eU = ~ωmax =
hc

λmin

λmin =
hc

e

1

UB

In der Skizze ist ein charakteristisches Röntgenspektrum abgebildet mit den am häu�gs-
ten vorkommenden K-Linien.

Diese charakteristischen Linien entstehen durch Innerschalenanregung, d.h. ein Elektron
aus den innersten Schalen wird in den nichtgebundenen Kontinuumszustand (Ionisation)
herausgelöst. Das entstehenede Loch in der inneren Schale kann durch ein Elektron aus
der äuÿerden Schale aufgefüllt werden. Die charakteristische Strahlung für den Übergang
ist:

~ωik = Ei − Ek
Diese Strahlung verursacht die Linien im Bremsspektrum.

2.

Ein alternativer Prozess statt Emission eines Röntgenquants ist, dass die frei werden-
de Energie ein weiteres Elektron aus einer höheren Schale herauslöst. Diese Elektronen
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heissen Auger-Elektronen. Ihre kinetische Energie ist

Ekin = ~ωKα − EL = EK − EL − EL = EK − 2EL

wenn EL und EK Bindungsenergien des Elektrons in der L- bzw. K-Schale sind.
Die Quantenausbeute η für die Emission ist häu�g kleiner als 1.

η =
Zahl der Röntgenlicht emittierenden Atome

Zahl der in K,L .. ionisierten Atome

Für kleine Ordnungszahlen Z überwiegen die Auger-Elektronen, für groÿe Z die Emission
von Röntgenlicht.

3.

Es treten Absorptionskanten auf (Absorptionskoe�zient nimmt sprunghaft zu), sie ent-
sprechen seriengrenzen der Serien K,L,M,.. ebenso wie die Unterschalen z.B. L1, L2, L3.
Damit Röntgenlicht vom Atom absorbiert wird, muss ein Elektron aus einer inneren
Schale in einen weniger stark gebundenen Zustand gehoben werden. Dazu muss aber
erst Platz in der benachbarten Schale sein, d.h. eine Ionisation muss vorrausgehen. Mit
der Absorption ist meistens eine Ionisierung verbunden und Absorptionsspektren sind
die überlagerten Seriengrenz-Kontinua der verschiedenen Schalen bzw. Unterschalen.
Sprünge treten auf, wenn die Energie der Röntgenquants gerade reicht zum Absorpti-
onsübergang aus einer neuen Schale in das Grenzkontinumm.
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