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1 Maxwellgleichungen

a) Leiten Sie aus den Maxwellgleichungen im Vakuum die Wellengleichung
im Vakuum her. Zeigen Sie, dass E, B und k senkrecht aufeinander ste-
hen.

ﬁx(ﬁxj):ﬁ(ﬁ-ﬁ)—ﬁ% (1)
Die Maxwellgleichungen im Vakuum lauten:
V-E=0 V-B=0 2)
. . OB I OF
VXE:—E VXB:,UOEOE (3]
Wir wenden jetzt die Rotation auf 3 an:
S (s = . 0B
Vx(VxE):—Vx—t 4)
D\ mo 9 /> -
v (v E) ~V2E = = (V x B) 5)
ot
—— ——
V-E=0 :uoeo%‘?
oy = 62E
2
V*E = MOEOW (6)
Dafiir dass E, B und k senkrecht aufeinander stehen
- 0B
E=— 7
V x 5 (7)
Mit dem Ansatz fiir planare Ebene Wellen:
E = Eye'*g, (8)
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erhdlt man:
oB . .
~— = E (v x e;) gilhz—ut) 9)
OB
—or = ikEpe'k:=te, (10)
B = —ikEyé, / !Bt — — By e'themet) (11)
w

E und B stehen also senkrecht aufeinander. Nun bleibt noch zu zeigen,
dass es keine longitudinalen Elektromagnetischen Wellen gibt. Wir neh-
men an:

E (z,t) = Ege'b==«) (12)
0=V.E =de-E,+dy-E,+dz-E, (13)

Nachdem eine Ebene Welle in z-Richtung keine x- und y- Abhangigkei-
ten hat folgt also:

ikE, ek = (14)

Damit hat das E-Feld keine z-Abhangigkeit und steht somit senkrecht
auf k

b) Eine ebene Lichtwelle mit der elektrischen Feldamplitude F = 1% falle
senkrecht auf einen perfekten Spiegel. Berechnen Sie den Strahlungs-
druck, der auf den Spiegel wirkt.

I E? v
p=l _ %l _ pe_ggsin.1012. . (1-1052)2 = 8.8542Pa  (15)
c Co Vm m

c¢) Die magnetische Induktion B sei als Ebene Welle vorgegeben:

—

B (x,y,2,t) = Bycos (kz — wt) €, + By cos (kz — wt) €, (16)
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Berechnen Sie die elektrische Feldstiarke und deren Polarisation.

Wir verwenden wieder die Maxwellgleichungen:

- - 10E
B=_—_--= 17
VX 2 ot (17)
L Ox Ox
V x B = B, Jy | xeéex+ | Oy | x é, | cos(kz — wt) (18)
0z 0z
= —Byk (€, — €,) sin (kz — wt) (19)
E = —Bykc® (€, — &) /dt sin (kz — wt) (20)
2
_ B stz — wt) (8, — &) (21)
= Byccos (kz — wt) (€, — €,) (22)

d) Berechnen Sie damit den Poynting Vektor

2
§= (B x B) = 2o (hz —wt) (& +6) x (7, &) (23)

Ho Ho
282
= Z20C (o5 (kz — wt) €, (24)
Ho

2 Absorption von Licht

Aus dem Oszillatormodell der Dispersion erhalt man fiir verdiinnte Gase die
Frequenzabhingigkeit der Dielektrizitatskonstanten:

Ne? 1

eom  wi —w? +iqw

& (W) =1+ (25)

Dabei ist NV die Teilchendichte, w die Resonanzfrequenz und ~ die Dampfungs-
konstante des Materials.

a) Leiten Sie aus dieser Formel den Realteil und den Imaginéarteil des Bre-
chungsindex her und skizzieren sie diese um die Resonanzfrequenz wy.
Verwenden Sie hierzu die Naherung ¢, = 1 + ¢ mit || << 1 und die Rei-
henentwicklung (1 + z)" =1+ nz.

Wir wissen das n = /e,:

n =/ =(1+3)

N

5 (26)

DO | —

~1+
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Und mit der Angabe:

Ne? (Wi —w?) —iqw

n=1+ . (27)

2e0m (W2 — w?)z + 7 2w?
Somit gilt fiir Realteil und Imaginarteil:

Ne2 2,2

S S L 2‘”) (28)
2e0m (W — w?)” +2w?

N 2
= = (29)

26m (W — w?)’ 47

—nr —1
— ng

b) Betrachten Sie nun eine ebene Welle die sich in z-Richtung in einem
verdiinnten Gas mit Brechunsgindex 7 = n + iy ausbreitet: E (z,¢) =
Ey-expi (kz — wt). Ersetzen Sie k mit Hilfe der Dispersionsrelation durch
n und w und bestimmen Sie die Intensitat der Welle in Abhangigkeit von
Z.

k=— (30)
Co
— E(2,t) = Ey-expi (Z—wz - wt) (31)
0
= Fy - exp <—w) - exp <z (yz — wt)) (32)
Co Co
<]> = €pCp <E2> (33)
_ 09 o (_ 277““) (34)
2 Co
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c) Wie lautet der Beitrag ¢ (w) der von der Bewegung freier Elektronen im
Metall herrtihrt?

Im Metall existieren keine Riuickstellkrifte, also auch keine Resonanz-
frequenzen.

Ng? 1
€ = 1——q2—. (35)
mey w* + 1yw

3 Breite der Zone anomaler Dispersion

Finden Sie die Breite der Region anomaler Dispersion fiir eine einzige Reso-
nanzfrequenz wy. Gehen Sie davon aus, dass 7 << wy. Zeigen Sie, dass der
Brechungsindex seine Extremwerte genau an den Punkten der Halbwerts-
breite des Absorptionskoeffizienten hat.

Wir beginnen mit:
N¢? (W2 —w?) NG (W —w?)
2me (w2 — w2)2 + 72w? © 2me D
dn _ N¢* (2w (wj—w?) 2 2 2
ar B 5 B S , B ;
dw 2meo( D D2 ( (Wo W)( w) + 7y w) 0 (37)
— 2wD = (W) —w?) (2 (0§ —w?) —7*) (38)
(39)

n=1+

(36)

Wir 16sen nun nach w auf.

w? = wg F wy (40)

w = wy 1:Fl%w0 1421 :wOZFZ (41)
wo 2wy 2

Und damit ist die Breite der anomalen Dispersion:
Aw=wy —w =7 (42)
Fuar alpha gilt:

- Nq2w2 ol

meoco (wg — wz)Q + ~2w?

(43)

«

Fur das Maximum w = wy gilt also:

N 2
gy = ——3 (44)
mepCoY
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Bei w; und w, gilt:

Na2w? 2
a="12 227 22:0‘"1”(%) (495)
MepCy Y Wi + vw w* + wy
Und zusatzlich gilt:
2 2 11F5 1
= AT Tl (46)
w4 wi 2wl Fwry 21F; - 2

wo

4 Reflektion an Kugel

Paralleles Licht der Intensitat / = 9002 falle auf eine perfekt spiegelnde Me-
tallkugel vom Durchmesser d = 1m. Berechnen Sie die Kraft auf die Kugel in
Ausbreitungsrichtung des Lichts.

Zundichst Interessiert uns die Kraft auf die Kugel. Dazu betrachten wir einen
Kreisstreifen mit dem Radius a = Rsin# auf der Kugel. Dieser hat die Flache:

dA =2ma- R-df 47)
Wir benoétigen die Flache senkrecht zum Lichteinfall:
dA, = dAcosf = 2r R? sin 6 cos df = 7 R* sin (26) (48)

Fur die durch das einfallende und das reflektierte Licht ausgetibte Kraft er-
gibt sich:

F - édAZ (49)
F, = écos (20) dA, (50)
Integration tiber die Halbkugel ergibt dann:
Fs = é/ﬂ (14 cos (20)) dA. (51)
= 7TR2£ / : (1 4 cos (26)) sin (26) do (52)
O (53)

Der hintere Term fallt durch die Integration weg und so erhalten wir:

Fps =R ! (54)

Cc

Die Kugel verhalt sich also wie eine Kreisscheibe.
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5 Fourieriransformation

Berechnen Sie die Fouriertransformierte der folgenden Amplitudenverteilun-
gen im Frequenzraum:

a) E(w) = Eyd (w—wp)

B0 = \/%/ dw B (@ — wo) € = ./—1% Boe™’ (55)
b) E () = Epe ol
1 > —aw| iwt
E (t) = = dWEoe e (56)
21 J— o
EO (/OO _ it /OO B . t)
= dwe e ™ 1 dwe ™ et (57)
V 27 0 0
Ey 1 1
B vV 2T (a+it+a—it) (58)
. 2E()Oé
a2 (59)

6 Wellengleichung und Intensitaten

Aus der Linearitdt der Wellengleichung folgt, dass jede Linearkombination
der Wellenamplitude von Losungen wieder eine Losung ergibt. Gilt dies auch
fiir die Intensitaten der Wellen? Gibt es Falle, bei denen man die Intensitdten
zweier Teilwellen addieren kann, um die Gesamtintensitat zu bekommen?

Wir setzen das Elektrische Feld an:

Eges = Ey + E, (60)
I = eocoB? = epcy (Ef + B2 4 2F - EQ) 61)
Wir setzen an:
E; = E; cos (wt + &;) (62)
(I) = egco <E§68> = %eoco <Ef +E2+2 ‘El Eg‘ (cos (¢ — QSQ))) (63)
= (L) + (1) + 2/ I I {cos (¢ — b)) (64)

Fur nicht kohédrentes Licht schwanken die Phasen standig, und im Mittel gilt
damit (¢; — ¢2) = 0. Ftr kohérentes Licht gilt das allerdings nicht!
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7 Lichtantrieb

Es gibt Plane, Raumschiffe zu weit entfernten Himmelskoérpern durch Photo-
nenrickstof auf hohe Geschwindigkeiten zu beschleunigen. Wie grof3 muss
die Intensitdt des Lichtes einer ,,Lampe® mit 100 cm2 Flache sein, die Licht
aus dem Raumschiff nach ,,hinten“ aussendet, damit eine Masse von 1000
kg eine Beschleunigung von 10~°% erfahrt?

Wir starten mit dem Strahlungsdruck:

I
P=- (65)
Cc
Die Kraft ist entsprechend:
F=P-A=1-A=m-a (66)
Wir erhalten also die Intensitat zu:
m-c-a
I= 7
T (67)
Einsezten ergibt:
I=3- 108K2 (68)
m

8 Brechungsindex bei schwacher Dampfung

Zeigen Sie, dass man fur w — wy >> v den Brechungsindex schreiben kann
als

b
n—lza-l-m (69)

Wir starten mit:

n=1 (70)
2men (w2 — w?)” + y2w?
(431
~ 71
wi — w? (71)
= 147r10(2] T 1 = T iy (72)
1 1~ 1 1 7 22
YRR YR 0
2 asNy
= as\j + Y v ¥ (73)
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9 Gruppen und Phasengeschwindigkeit

a) Seichtes Wasser ist Nichtdispersiv. Die Wellen haben eine Phasenge-
schwindigkeit die proportional zur Wurzel der Tiefe des Wassers ist. In
tiefen Wasser verhalten sie sich allerdings so, als ob die Tiefe Proportio-
nal zur Wellenldnge )\ ware. Zeigen Sie, dass die Phasengeschwindigkeit
in tiefen Wasser doppelt so grof3 wie die Gruppengeschwindigkeit ist.

Die Phasengeschwindigkeit ist proportional zur Wurzel aus der Wellenldange
Uph, = av\. Es gilt \ = 2?” und vy, = 7:

w = aky/ 2% = aV 2k (74)
Fur die Gruppengeschwindigkeit gilt:
dw 1 1 2w 1 1
= s aV2r—— = cay ) = —avVA == 7
Vg T o WQ\/E 2a ’ 2a\/x QUph (75)

b) In der Quantenmechanik wird ein freies Teilchen der Masse m das sich
in x-Richtung ausbreitet durch die Wellenfunktion

U (z,t) = Ae!Pr—EO/R (76)
beschrieben. Dabei ist p der Impuls und £ = % die kinetische Energie
des Teilchens. Berechnen Sie die Gruppen und die Phasengeschwindig-

keit des Teilchens. Welche davon entspricht der tatsdchlichen Teilchen-
geschwindigkeit?

i(pxr — Et)

- =i (kz — wt) (77)
p
— " (78)
E p? hk?
=—= = — 79
h  2mh 2m (79)
Und damit folgt fiir die Gruppen und die Phasengeschwindigkeit:
w FE P hk
RSP i m 59
dv 2hk hk p
- =T =— == 1
YTk T om  m om (81)
1
— Uph = §Ug (82]
Die Teilchengeschwindigkeit entspricht also der Gruppengeschwindig-

keit.
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